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ВВЕДЕНИЕ 
 
При исследовании случайных величин в математиче-

ской статистике используется выборочный метод. Он 
заключается в том, что из генеральной совокупности 
отбирается выборка объемом, как правило, не менее 100 
единиц. При этом она должна правильно отражать про-
порции генеральной совокупности, т. е. быть предста-
вительной (репрезентативной). Только в этом случае ре-
зультаты исследования выборки могут быть распро-
странены на всю генеральную совокупность. 

Чтобы извлечь информацию из выборки, которая 
представляет собой простой статистический ряд, необ-
ходимо упорядочить все значения исследуемой случай-
ной величины либо по возрастанию, либо по убыванию 
и построить интервальный ряд распределения или ран-
жированный ряд. Далее вычисляются числовые харак-
теристики случайной величины, которые используются 
при вычислении оценок параметров аппроксимирующе-
го (выравнивающего) распределения. Вид последнего 
устанавливается как правило методом выдвижения ги-
потез. Ясно, что таких гипотез может быть несколько.  

При вычислении оценок параметров наиболее часто 
используются классический метод моментов К. Пирсо-
на и метод наибольшего правдоподобия Р. Фишера.  
К сожалению, недостатком этих методов является то, 
что они требуют составления и решения системы n 
уравнений с n неизвестными (по числу параметров рас-
пределения). В результате может получиться весьма 
сложная система уравнений, которую практически не-
возможно решить. При этом основная задача статисти-
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ческого исследования: установление закона распреде-
ления, который наиболее полно характеризует случай-
ную величину, – остается нерешенной. 

Проблема установления закона распределения слу-
чайной величины по выборочным данным к настояще-
му времени до конца не решена. Исследования автора 
показали, что для однозначного и более точного реше-
ния этой задачи следует не выдвигать гипотезы об ап-
проксимирующем распределении, а вычислять его по 
статистическим данным. Правда, для этого необходимо 
иметь универсальные (обобщенные) распределения, 
включающие как частные случаи все или почти все из-
вестные распределения, в том числе семейство кривых 
К. Пирсона, а также методы и алгоритмы установления 
типа аппроксимирующего распределения и вычисления 
оценок его параметров. 

Для решения таких задач автором разработана теория 
обобщенных распределений (ТОР) [23], которая вклю-
чает четыре системы непрерывных распределений, за-
данные четырехпараметрическими плотностями, систе-
му дискретных распределений, взаимосвязанную с сис-
темой кривых роста новых событий, методы и алгорит-
мы установления типа аппроксимирующей кривой и 
вычисления оценок параметров (универсальный метод 
моментов и общий устойчивый метод), номограммы для 
быстрого оценивания типа кривой распределения и на-
хождения в первом приближении оценок двух парамет-
ров формы (при ручном счете) и серию компьютерных 
программ по всем разделам теории (под общим назва-
нием SNR – для работы с системами непрерывных рас-
пределений и SDR – для работы с системой дискретных 
распределений, а также другие программы). Обобщен-
ные распределения способны с высокой точностью опи-
сывать практически все многообразие статистических 
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распределений однородных случайных величин, в том 
числе ранговых. 

Эта теория позволяет легко решать многие задачи. 
При этом в некоторых случаях могут быть использова-
ны классические методы оценивания параметров (метод 
моментов, метод наименьших квадратов), а в общем 
случае – разработанные автором универсальный метод 
моментов и общий устойчивый метод. На базе этих ме-
тодов могут быть разработаны другие методы. Предла-
гаемые методы отличаются от известных тем, что зада-
ча по вычислению типа наилучшего аппроксимирующе-
го распределения и  оценок его параметров разбивается 
на два этапа. На первом этапе разрабатываются два кри-
терия, зависящие от двух параметров формы. Они по-
зволяют вычислять тип выравнивающей кривой и оцен-
ки параметров формы путем решения системы двух 
уравнений с двумя неизвестными. На втором этапе вы-
числяются оценки двух других параметров по простым 
формулам (при известных оценках параметров формы).  

Отныне для установления теоретического закона 
распределения непрерывной случайной величины 
по ее статистическому распределению не требуется 
выдвижения многочисленных гипотез о выравни-
вающей кривой и проверки каждой из них по крите-
риям согласия. Система непрерывных распределе-
ний выбирается в зависимости от свойств случайной 
величины, а тип распределения и оценки его пара-
метров определяются расчетом. 

При этом основная сложность заключается в разра-
ботке двух критериев для установления типа выравни-
вающей кривой и вычисления оценок параметров фор-
мы. Для разработки таких критериев система четырех-
параметрических непрерывных распределений случай-
ной величины Х сводится к системе двухпараметриче-
ских распределений случайной величины Z. Затем ис-
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пользуются взаимосвязи между случайными величина-
ми Х и Z и их плотностями распределения р(х), р(z). 

Необходимый  минимум сведений для успешной ра-
боты с настоящей книгой можно найти в учебно-
методическом пособии автора [22]. Там же изложены: 
классический и универсальный методы моментов, ме-
тод наименьших квадратов и метод максимального 
правдоподобия. 

На практике для решения большинства задач доста-
точно использовать две или три системы непрерывных 
распределений. 
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1. НЕКОТОРЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ  
ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  
СТАТИСТИКИ. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ  

И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 
 
1.1. Случайные события. Испытания. Относитель-

ная частота и вероятность 

Пусть требуется оценить качество изделий в некото-
рой партии объемом n. Для этого необходимо над каж-
дым изделием провести наблюдение, т. е. осмотр, изме-
рение, взвешивание и т. д. В теории вероятностей и ма-
тематической статистике всем этим понятиям соответ-
ствует один термин – испытание. 

В результате отдельного испытания изделие может 
быть признано либо годным, либо браком. Возможные 
исходы испытания в данном примере – это случайные 
события: А – годное изделие; В – брак. Эти события на-
зываются случайными, потому что заранее нельзя точно 
предсказать, какое из них наступит при следующем ис-
пытании. 

Пусть после проверки всей партии изделий объемом 
n, т. е. после n испытаний, случайное событие А – число 
годных изделий – появилось nА раз. Это значит, что от-
носительная частота случайного события А равна 

nnw AA /= . 

Если провести несколько серий испытаний (прове-
рить несколько партий изделий), то относительные час-
тоты в разных сериях будут группироваться около оп-
ределенного числа, которое называется вероятностью 
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случайного события А и обозначается Р(А). Как показа-
ла практика, с ростом объема партии изделий n относи-
тельные частоты теснее группируются около вероятно-
сти, т. е. обнаруживают устойчивость. 

Устойчивость относительной частоты случайного 
события является определяющим его свойством, по-
зволяющим использовать относительную частоту 
как оценку вероятности в различных практических 
расчетах. 

 

1.2. Виды случайных событий 

События, которые непременно происходят при каж-
дом испытании, называются достоверными. 

События, которые не могут произойти ни при каком 
испытании, называются невозможными. 

Вероятность достоверного события равна единице, 
вероятность невозможного события равна нулю. 

Если при осуществлении испытания может наступить 
хотя бы одно  из двух событий А или В, то событие  

С=А+В 
называется суммой, или объединением событий А и В. 

Два события А и В называются несовместными, если 
они не могут наступить вместе при одном испытании. 

Случайные события образуют полную группу, если 
они попарно несовместны и при любом отдельном ис-
пытании непременно должно произойти одно из них. 

Сумма вероятностей событий, образующих полную 
группу, равна единице.  

Два случайных события называются противополож-
ными, если в одном испытании появление одного из них 
(А) исключает появление другого ( A  – читается не А). 

Сумма вероятностей двух противоположных событий 
равна единице  

1)()( =+ APAP . 
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Противоположные события образуют полную группу. 
Если при осуществлении испытания может наступить 

и событие А, и событие В (совмещение событий А и В), 
то событие 

BAC ⋅=  
называется произведением, или пересечением событий 
А и В. 

Два случайных события называются независимыми, 
если при осуществлении испытаний появление одного 
из них не изменяет вероятности появления другого. 

 
1.3. Определения вероятности 
Классическое определение вероятности события А – 

отношение числа m элементарных событий (исходов 
испытаний), благоприятствующих событию А, к обще-
му числу n равновозможных элементарных событий  

n
mAP =)( . 

Статистическое определение вероятности  

 
n

n
AP A=)( ,  

где An  – частота события А при n испытаниях. 
Геометрическая вероятность  

S
S

AP A=)( ,   

где AS  – площадь некоторого замкнутого контура, со-
ставляющая часть площади S. 

 
1.4. Основные формулы комбинаторики 
Используются для вычисления вероятностей событий. 
Перестановки – комбинации из n различных элемен-

тов, отличающиеся лишь порядком. Число перестановок 
вычисляется по формуле 

 nnPn ...2.1!== . 
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Число перестановок из n элементов по m, где каждый 
элемент может использоваться от 0 до m раз, равно  

m
mn nP =, . 

Например, при n=2 ,  m=8, Pn,m=28  =256. 
Размещения - комбинации из n различных элементов 

по m элементов, которые различаются либо составом 
элементов, либо их порядком  

)!(
!)1)...(2)(1( mn

nmnnnnAm
n −

=+−−−= . 

Сочетания – комбинации из n различных элементов 
по m элементов, различающиеся хотя бы одним элементом  

mn
n

m

m
nm

n C
m

mnnn
P
A

mnm
nC −=

+−−
==

−
=

...2.1
)1)...(1(

)!(!
! . 

При этом 10 == n
nn CC . 

Пример. 
В партии из N деталей М стандартных. Выбираются n 

деталей. Требуется найти вероятность того, что m дета-
лей будут стандартными. 

Решение. Общее число возможных исходов равно 
числу способов, которыми можно взять n деталей из N. 
Это число равно числу сочетаний из N по n, т. е. n

NC . 
Найдем далее число благоприятствующих исходов. 

Поскольку m стандартных деталей выбираются из об-
щего их числа М, то число таких комбинаций равно m

MC . 
Остальные n-m нестандартных деталей выбираются из 
N–M нестандартных деталей  – это mn

MNC −
−  комбинаций. 

Число благоприятствующих исходов равно произведе-
нию mn

MN
m
M CC −

− . Следовательно,  

n
N

mn
MN

m
M

C

CC
mAP

−
−== )( . 

Это – известное гипергеометрическое распределение. 
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1.5. Основные теоремы теории вероятностей 

1.5.1. Теорема сложения вероятностей (несовмест-
ных событий) 

Пусть А и В – несовместные события. Вероятность 
суммы двух несовместных событий равна сумме веро-
ятностей этих событий 

Р ( А + В )  = Р ( А ) + Р ( В ) .  

Для нескольких несовместных событий имеем 
)(...)()()...( 2121 nn APAPAPAAAP +++=+++ . 

Для совместных событий 
)()()()( ABPBPAPBAP −+=+ ,  

где Р(АВ) – вероятность совместного появления собы-
тий А и В. 

1.5.2. Теорема умножения вероятностей (независи-
мых событий) 

Вероятность произведения (совмещения) двух неза-
висимых событий равна произведению вероятностей 
этих событий  

Р ( АВ) = Р ( А ) Р ( В ) .  

Вероятность произведения двух зависимых событий 
равна произведению вероятности одного из них на ус-
ловную вероятность другого, вычисленную при усло-
вии, что первое имело место 

Р(АВ)=Р(А)Р(В/А)=Р(В)Р(А/В). 

Пример. В урне 2 белых и 3 черных шара. Вынимаем 
подряд 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара 
белые, т.е. А=А1А2. 

Решение. А1 – появление белого шара при 1-м испы-
тании; А2 – появление белого шара при 2-м испытании 

1,04
1

5
2)/()()( 121 === AAPAPAP . 
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Следствие теоремы умножения вероятностей. 
Вероятность появления хотя бы одного события из 

событий А1, А2,…,Аn, независимых в совокупности, 
равна разности между единицей и произведением веро-
ятностей противоположных событий :,...,, 21 nAAA   

nqqqAP   ...1)( 21 ⋅−= . 

В частном случае, при qqqq n ==== ...21  
nqAP −=1)( . 

Пример. Вероятности попадания в цель каждого из 
трех стрелков равны: р1=0,8; р2=0,7; р3=0,9. Найти 
вероятность хотя бы одного попадания при одном залпе. 

Решение. Вероятности промахов равны: 
;3,0;2,01 211 ==−= qpq  1,03 =q . Следовательно, 

994,01)( 321 =−= qqqAP . 

1.5.3. Формула полной вероятности 

Следствием теорем сложения и умножения вероятно-
стей является формула полной вероятности. 

Пусть некоторое событие А может произойти вместе с 
одним из событий Н1, Н2,…, Нn, причем последние обра-
зуют полную группу несовместных событий. Их назы-
вают гипотезами. 

Приведем без доказательства формулу для вычисле-
ния вероятности события А. Она равна сумме произве-
дений вероятности каждой гипотезы на вероятность со-
бытия при этой гипотезе [2]. 

( ) ( )∑
1

/)(
n

i
ii HAPHPAP

=
= . 

Другими словами, формула полной вероятности 
определяет средневзвешенную по всем гипотезам 
вероятность наступления некоторого события А. 
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Пример. Есть два набора деталей. Вероятность того, 
что деталь первого набора стандартна, равна 0,8, а вто-
рого – 0,9. Найти вероятность того, что взятая наудачу 
деталь из наудачу взятого набора стандартна, т. е. 
Р(А)=? 

Решение. Событие Н1 – деталь взята из первого набо-
ра; Р(Н1)=1/2. 

Событие Н2 – деталь взята из второго набора; 
Р(Н2)=1/2. 

Далее, вероятность события А при первой гипотезе 
Р(А/Н1)=0,8; при второй гипотезе Р(А/Н2)=0,9. 

Средневзвешенная вероятность события А по двум 
гипотезам равна 

 85,05,09,05,08,0)( =⋅+⋅=AP . 

1.5.4. Теорема гипотез (формула Бейеса) 

Пусть имеется полная группа несовместных гипотез 
Н1,…,Нn, при этом вероятности их равны Р(Нi). 

Кроме того, известны вероятности некоторого собы-
тия А, которое может произойти совместно с каждой 
гипотезой. 

Пусть в результате опыта наступило событие А. 
Тогда распределение условных вероятностей гипотез 

при наступлении события А задается формулой Бейеса  

∑
=

= n

i
ii

ii
i

HAPHP

HAPHP
AHP

1
)/()(

)/()(
)/( . 

Рассмотрим пример на формулу полной вероятности 
и формулу Бейеса, позаимствованный из [3]. 

Три станка выпускают одинаковые детали (см. табл.). 
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№ 
станка 

Дневная 
выработка 
(деталей) 

Вероятность 
гипотезы 

%  
бра-
ка 

Вероятность брака 

1 m1=600 P(H1)=0,6  3 P1=P(A/H1)=0,03 

2 m2=100 P(H2)=0,1  5 P2=P(A/H2)=0,05 

3 m3=300 P(H3)=0,3  10 P3=P(A/H3)=0,10 

 ∑ = 1000im     

 

На складе продукция трех станков смешивается. Да-
лее выбирается случайным образом одна деталь.  

Требуется: 
а) найти вероятность того, что она бракованная.  
Здесь используется формула полной вероятности. 
Вероятности гипотез равны (см. табл.): 

.3,0)(  ;1,0)(

  ;6,01000
600)(

32
321

1
1

==

==
++

=

HPHP
mmm

m
HP  

Вероятности брака при каждой гипотезе равны: 
10,0)/(;05,0)/(;03,0)/( 321 === HAPHAPHAP . 

Тогда 
053,01,03,005,01,003,06,0)/()()(

3

1
=⋅+⋅+⋅== ∑

=i
ii HAPHPAP . 

Формула полной вероятности в данном примере оп-
ределяет средневзвешенную вероятность брака по трем 
станкам. Действительно, записав ее в более простом ви-
де, находим 

,)(
321

332211 pmmm
pmpmpm

AP =
++
++

=

)();/(p  где
321

i
i

ii HPmmm
m

HAP =
++

= . 
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б) Найти вероятность того, что случайно отобран-
ная деталь, оказавшаяся бракованной, выпущена пер-
вым станком. 

По формуле Бейеса находим 

34,0
053,0
018,0

1,03,005,01,03,06,0
3,06,0

)/(  )(

)/(  )(
)/(

1

11
1 ==

⋅+⋅+⋅
⋅==

∑
=

n

i
ii HAPHP

HAPHP
AHP . 

Формула Бейеса в данном примере определяет долю 
бракованных изделий (в общем объеме брака), изготов-
ленных одним i-м станком. 

034,0
53
18

1,030005,010003,0600
03,0600)/(

332211

11
1 ==

⋅+⋅+⋅
⋅

=
++

=
pmpmpm

pmAHP . 

То же для других станков 

566,053
30)/(;094,053

5)/( 32 ==== AHPAHP . 

1.6. Дискретные случайные величины 
Для случайных величин приняты обозначения Х, Y, 

Z,… 
Возможные значения случайной величины Х обозна-

чаются строчными буквами х1, х2,…,хn. 
Дискретной называют случайную величину, которая 

принимает отдельные изолированные возможные зна-
чения с определенными вероятностями (например, чис-
ло отказавших приборов) в отличие от непрерывной 
случайной величины, которая может принимать все 
значения из некоторого конечного или бесконечного 
промежутка (например, время безотказной работы при-
бора). 

Возможные значения прерывных (дискретных) вели-
чин могут быть заранее перечислены, а непрерывных – 
не могут быть перечислены. 
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1.6.1. Закон распределения вероятностей дискрет-
ной случайной величины 

Закон распределения случайной величины – это соот-
ветствие между возможными значениями случайной ве-
личины и их вероятностями. 

Его можно задать таблично, аналитически и графически: 
а) табличная форма закона распределения в виде ряда 

распределения 
Х х1 х2 … хn 

р р1 р2 … рn  

б) аналитическая форма  
)ii f(xp = . 

в) графическая форма – в виде многоугольника рас-
пределения. 

На оси абсцисс откладываются значения случайной 
величины и строятся отрезки, равные по высоте вероят-
ностям. Вершины отрезков для наглядности соединяют-
ся ломаной. 

 
1.6.2. Числовые характеристики дискретной случай-

ной величины 

Математическое ожидание 
Математическое ожидание дискретной случайной ве-

личины равно сумме произведений всех ее возможных 
значений на их вероятности  

nn pxpxpxXM +++= ...)( 2211 . 

Математическое ожидание есть неслучайная (посто-
янная) величина. 

Пример 1. Найти математическое ожидание случай-
ной величины Х по ее закону распределения: 

X     3    5      2 
P   0,1  0,6   0,3 

Решение. 9,33,026,051,03)( =⋅+⋅+⋅=XM . 
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Пример 2. Найти математическое ожидание числа по-
явлений события А в одном испытании, если вероят-
ность события А равна р. 

Решение. Случайная величина Х – число появлений 
события А в одном испытании – может принимать два 
значения: х1 =1 (событие наступило) с вероятностью р и 
х2 = 0 (событие не наступило) с вероятностью 1–р=q. 

Следовательно,  
pqpXM =⋅+⋅= 01)( ,  

т. е. математическое ожидание числа появлений события 
в одном испытании равно вероятности этого события. 

Оценкой математического ожидания является среднее 
арифметическое наблюденных значений случайной ве-
личины. 

 
Свойства математического ожидания 
Приведем без доказательства основные свойства ма-

тематического ожидания. 
1. М(С)=С – математическое ожидание постоянной 

величины С равно значению самой постоянной. 
2. М(СХ)=СМ(Х) – постоянную величину можно 

выносить за знак математического ожидания. 
3. М(ХY)=М(Х)М(Y) – для двух независимых слу-

чайных величин математическое ожидание произведе-
ния равно произведению их математических ожиданий. 

4. М(Х+Y)=M(X)+M(Y) – для двух случайных вели-
чин (зависимых или независимых) математическое ожи-
дание суммы равно сумме математических ожиданий 
слагаемых. 

Математическое ожидание числа появлений события 
А в n независимых испытаниях равно произведению 
числа испытаний n на вероятность появления события в 
каждом испытании р, т. е. 

 М(Х)=nр. 
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Доказательство свойств математического ожидания 
см., например, в учебнике [4].  

 
Дисперсия дискретной случайной величины 
Две случайные величины могут иметь одинаковые 

математические ожидания, но разное рассеяние. Это 
значит, что математическое ожидание полностью слу-
чайную величину не характеризует. Поэтому вводится 
еще одна числовая характеристика, которая называется 
дисперсией и характеризует рассеяние случайной вели-
чины относительно математического ожидания. 

Дисперсией дискретной случайной величины Х назы-
вается математическое ожидание квадрата отклонения 
случайной величины Х от ее математического ожидания  

[ ] 2 )()( XMXMXD −= . 

Пример. Случайная величина Х имеет распределение 
Х 1 2 5 

р 0,3 0,5 0,2 

Требуется вычислить дисперсию. 
Имеем: 

3,22,055,023,01)( =⋅+⋅+⋅=XM . 

( )

.01,22,0)3,25(

5,0)3,22(3,0 )3,21()()(
2

23

1

22

=⋅−+

+⋅−+⋅−=−= ∑
=i

ii pXMxXD
 

На практике для вычисления дисперсии используют 
другую, более удобную формулу 

[ ] 22  )()()( XMXMXD −= . 

Доказательство:  
( )[ ]

[ ] [ ] . )()()()()(2)(
)()(2M(X)]-M[XD(X)

2222

222

XMXMXMXMXMXM
XMXXMXM
−=+−=

=+−==

 

Свойства дисперсии 
1. D(С)=0, т. е. дисперсия постоянной величины С ра-

вен нуля. 
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2. D(CX)=C2D(X) – постоянный множитель можно 
выносить за знак дисперсии, возведя его в квадрат. 

Доказательство: 
[ ] [ ]{ } )( )()()( 2222 XDCXMXCMCXMCXMCXD =−=−= . 

3. D(X+Y)=D(X)+D(Y) – дисперсия суммы двух 
случайных величин равна сумме их дисперсий. 

Доказательство: 

[ ] ( ) [ ]
[ ]. ))(()()(2))(()()(2)(

)()(2)()()(
2222

22222

YMYMXMXMYMXYMXM
YMXMYXYXMYXMYXMYXD

++−++=
=+−++=+−+=+

 

Так как M(XY)=M(X)M(Y), то последнее равенство 
примет вид 

[ ] [ ] 2222  )()( )()()( YMYMXMXMYXD −+−=+ ,  

откуда  
)()()( YDXDYXD +=+ . 

Приведем без доказательства еще два свойства дис-
персии. 

4.  D(C+X)=D(X). 

5. D(X–Y)=D(X)+D(Y). 

Отметим еще одно важное свойство дисперсии. 
Дисперсия числа появлений события А в n независи-

мых испытаниях равна  
D(X)=npq. 

Доказательство: 
Найдем дисперсию числа появлений события А в од-

ном испытании 
[ ]

.)1(01)(
.)1(01)(

. )()()(

222
1

1

2
1

2
11

pppXM
pppXM

XMXMXD

=−+⋅=
=−+⋅=

−=
 

Тогда pqppppXD =−=−= )1()( 2
1 . 

Всего n испытаний, следовательно, D(X)=npq. 
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Дисперсия имеет размерность случайность величины 
в квадрате. 

Среднее квадратическое отклонение 
Если извлечь из дисперсии квадратный корень, полу-

чим среднее квадратическое отклонение  
)()( XDX =σ . 

Размерность величины )( Xσ  та же, что и случайной 
величины Х. 

Пример. По распределению 
Х 2 3 10 

р 0,1 0,4 0,5 

требуется вычислить среднее квадратическое отклонение. 
Решение. 

( )[ ]
.61,3)()(

.04,134,654 )()(
.545,0104,031,02)(

.4,65,0104,031,02)(

222

2222

==
=−=−=

=⋅+⋅+⋅=
=⋅+⋅+⋅=

XDX
XMXMXD

XM
XM

σ

 

Среднее квадратическое отклонение суммы взаимно 
независимых случайных величин равно 

)(...)()()()...( 2
2

2
1

2
21 nn XXXXXXX σσσσσ +++==++  

Доказательство. 
Дисперсия суммы случайных величин равна 

)(...)()()( 21 nXDXDXDXD +++= . 

Тогда 

)(...)()(...)()()( 2
1

2
1 nn XXXDXDXXD σσσ ++=++== . 

 

1.6.3. Одинаково распределенные взаимно независи-
мые случайные величины 

Рассмотрим n взаимно независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин Х1,Х2,…,Хn. 
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Для них среднее арифметическое равно 
nXXXX n /)...( 21 +++= . 

Докажем три положения [4]: 
1. Математическое ожидание среднего арифметиче-

ского n взаимно независимых одинаково распределен-
ных случайных величин равно математическому ожи-
данию, а каждой из величин  

aXM =)( . 

Доказательство: 

an
na

n
XMXMXM

n
XXX

MXM nn ==
+++

=





 +++

=
)(...)()(...

)( 2121 . 

2. Дисперсия среднего арифметического n взаимно 
независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин в n раз меньше дисперсии D каждой из величин: 

n
XD

XD i )(
)( = . 

Доказательство: 
Так как постоянный множитель можно выносить за 

знак дисперсии, возведя его в квадрат, то 

n
XD

n

XnD

n

XDXDXD
n

XXX
DXD iinn )()()(...)()(...

)( 22
2121 ==

+++
=






 +++

= . 

3. 
n
X

X i )(
)(

σ
σ =  (следует из п.2), т. е. среднее арифме-

тическое n взаимно независимых одинаково распреде-

ленных случайных величин имеет значительно меньшее 

рассеяние (в n раз), чем каждая отдельная величина. 
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1.6.4. Моменты (начальные, центральные) дискрет-
ной случайной величины 

Начальный момент порядка r – это математическое 
ожидание случайной величины Х r  

∑
=

==
n

i
i

r
i

r
r pxXM

1
)(ν . 

Например, начальные моменты первого и второго по-
рядков равны  

ν1=M(X); ν2=M(X2). 

Центральный момент порядка r задается формулой  
[ ] r

r XMXM  )(−=µ ,  

при этом )(;0 21 XD== µµ . 
Центральный момент второго порядка представляет 

собой дисперсию. 
Между начальными и центральными моментами су-

ществуют соотношения 

.364  μ
,23  μ

,  μ

4
1

2
121344

3
11233

2
122

νννννν
νννν

νν

−−
−
−

+=
+=

=
 

Следовательно, формула для вычисления дисперсии 
может быть записана в виде  

2
122)( ννµ −==XD . 

 

1.6.5. Примеры законов распределения дискретных 
случайных величин 

Гипергеометрическое распределение 

n
N

mn
MN

m
M

MN
C

CC
mnP

−
−=),(, . 
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В партии из N изделий М стандартных (М<N). Из 
партии отбирают n изделий (без возврата). 

Случайная величина m – число стандартных изделий 
среди n отобранных имеет гипергеометрическое рас-
пределение. Оно широко используется в статистических 
методах контроля качества продукции. 

 Биномиальный закон 
Если в гипергеометрическом распределении объем 

партии изделий увеличивать, то гипергеометрическое 
распределение будет приближаться к биномиальному 
закону (М/N=р) 

mnmmnmm
nn ppmnm

nppCmP −− −
−

=−= )1()!(!
!)1()( . 

Здесь выборка – с возвращением! 
Закон Пуассона 
Следует из биномиального при n→∞ и малой вероят-

ности р (величина np – постоянная) 

np

m

n
em

npmP
!

)()( = ,  

где np – среднее. При Nn 1,0≤  и q (или р) ≤ 0,1 закон Пу-
ассона можно использовать вместо гипергеометриче-
ского.  

 
1.7. Непрерывные случайные величины 
1.7.1. Функция распределения 
Функцией распределения (интегральной функцией 

распределения) случайной величины Х называется 
функция F(х), значения которой равны вероятностям 
Р(Х<x) 

F(x)=P(X<x)=P(–∞<X<x). 
Из этого определения вытекают следующие свойства 

функции распределения: 
1. 0≤F(x)≤1. 
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2. F(b)≥F(а) при b>a, т. е.  функция распределения – 
неубывающая. 

3. P(a≤X<b)=F(b)–F(a). 
4. 1)(lim,0)(lim ==

∞→−∞→
xFxF

xx , если распределение за-

дано на всей числовой оси. 

5. Если между двумя случайными величинами Х и Y  
существует функциональная зависимость Y=φ(X),  при-
чем, с ростом Х монотонно растет и Y, то их функции 
распределения равны 

F(x)=F(y)=F(φ(x)). 
6. Если с ростом Х величина Y монотонно убывает, то  

F(x)=1–F(y)=1- F(φ(x)). 
 

1.7.2. Плотность распределения 

Плотностью распределения (дифференциальным за-
коном распределения) непрерывной случайной величи-
ны Х называется первая производная от функции рас-
пределения 

xd
xdFxFp(x )()() =′= . 

График плотности распределения называется кривой 
распределения. 

Свойства плотности распределения. 

∫
∞

∞−
=

≥

.1)(.2

.0)(.1

dxxp

xp
 

.)()( .4

.)()(  .3

∫

∫

∞−
=

=<≤

x

b

a

dxxpxF

dxxpbXaP
 

1. Если между двумя случайными величинами Х и Y 
существует функциональная зависимость Y=φ(Х), то 
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взаимосвязь между плотностями распределения р(х) и 
р(у) задается формулой 

 .))())(()()( dx
xdxpxd

ydypxp ϕϕ==  

Действительно, пусть с ростом Х растет Y. Тогда  
F(x)=F(y)=F(φ(x)) (см. свойства функции распределе-
ния). По правилу дифференцирования сложной функ-
ции находим 

xd
ydypxd

yd
yd
ydF

xd
ydF

xd
xdFxp )()()()()( ====  

или, поскольку y = φ(x), 

.)())(()(
)(
))(()( dx

xdxpdx
xd

xd
xdFxp ϕϕϕ

ϕ
ϕ ==  

В случае, если с ростом Х величина Y убывает, первая 
производная dy/dx < 0, но плотность p(x) > 0. Поэтому в 
общем случае первая производная берется по абсолют-
ной величине. 

Рассмотрим примеры. 
Пример 1. Из равенства функций распределения  

F(x) = F(lnx) требуется найти соотношение между плот-
ностями p(x) и p(lnx). 

Дифференцируя последнее равенство по x, имеем: 

,)(lnln
ln

)(ln)()( x
xp

dx
xd

xd
xdF

dx
xdFxp ===  

откуда   xp(x) =  p(lnx). 
Пример 2. Задана плотность распределения (показа-

тельный закон) 

)0(  )( ∞<<= − xNexp xα
. 

Найти: N – нормирующий множитель; F(x) – функ-
цию распределения; вероятность попадания случайной 
величины Х на интервал 3<x<5. 
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Используем свойства плотности: 

100)(
00

==∞−=∞
−

== ∫∫
∞ −−∞

ααα α
αα N

e
NeNdxNedxxp x

xx
. 

Отсюда N = α, т. е.  

xe
xp α

α=)( . 

Далее функция распределения равна 

x

x

x

x

ee
dxxpxF αα

α 11)()(
00
∫∫ −=== . 

Вероятность попадания случайной величины Х в за-
данный интервал равна  

αα 53
11)3()5()53(

ee
FFxP −=−=<< .  

Пусть далее некоторая случайная величина Y связана 
со случайной величиной Х зависимостью Y=1/X. 

Найдем функцию распределения F(y) и плотность 
р(у). 

Так как здесь с ростом Х величина Y убывает, то  
xexFyF α/1)(1)( =−=  . 

Но Х=1/Y, поэтому 

 ye
yF /

1)( α= . 

 Отсюда плотность р(у) равна  

yeydy
ydFyp /2

)()( α
α== . 

Плотность р(у) можно найти непосредственно по 
плотности р(х).  

Поскольку Х=1/Y, dх/dy=–1/y2, то  

yx eyyedy
dxxpyp /22

1)()( αα
αα === . 
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1.7.3. Числовые характеристики непрерывных слу-
чайных величин 

Для возможно более полного и всестороннего описа-
ния случайных величин используют различные показа-
тели. К ним относятся: 

характеристики положения – математическое ожида-
ние, мода, медиана; 

характеристики вариации – дисперсия, среднее квад-
ратическое отклонение, коэффициент вариации; 

характеристики формы распределения – коэффициен-
ты асимметрии и островершинности, которые выража-
ются через моменты. 

Математическое ожидание  
случайной величины Х задается интегралом 

 ∫
∞

∞−
= dxxxpXM )()( . 

Свойства математического ожидания непрерывной 
случайной величины те же, что и дискретной случайной 
величины. 

Мода – такое значение случайной величины, при ко-
тором плотность максимальна. 

Медиана (Ме) случайной величины Х определяется 
соотношением  

P(X<Me)=P(X>Me). 
Она делит площадь под кривой распределения попо-

лам. 
Дисперсия 

непрерывной случайной величины Х задается формулой 
[ ] ∫

∞

∞−
−=−= dxxpmxXMXMXD x )()()()( 22 , 

где  ).( XMmx =   
Коэффициент вариации  

%100)( ⋅=
xm
XV σ   
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– выраженное в процентах отношение среднего квад-
ратического отклонения случайной величины Х к ее ма-
тематическому ожиданию. 

Центральные моменты 
 r-го порядка (r = 2,3,4) задаются формулой 

 [ ] ∫
∞

∞−
−=−= dxxfmxXMXM r

x
r

r )()( )(µ . 

Заметим, что 0;1 10 == µµ . 
Коэффициент асимметрии (скошенность) 

3
2

2
3

1
µ

µ
β =  или 2/3

2

3
1

µ

µ
β = . 

Коэффициент островершинности (эксцесс) 

 2
2

4
2 µ

µβ =  или 32
2

4
2 −=

µ

µ
β . 

 
1.7.4. Примеры непрерывных распределений 

Нормальный закон 
Нормальный закон распределения задается плотностью  

).(),(,,
22

2)(

2
1)( 2 XDXMax

ax

xp e ==∞<<∞−

−
−

= σσ
πσ

 

Кривая распределения имеет симметричную колоко-
лообразную форму и характеризуется показателями: 
β1=0; β2=3. 

Вероятность попадания случайной величины Х, рас-
пределенной по нормальному закону, на интервал 

βα << x  определяется по формуле  







 −

Φ−





 −

Φ=<<
σ

α
σ

ββα aaxP )( ,  

где dt
x tex ∫
∞2

1)( 2/
2

π
=Φ  – функция Лапласа. Здесь ве-

личина  
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σ
axt −

=  

представляет собой выраженное в долях «сигма» откло-
нение случайной величины Х от центра распределения а. 

В зависимости от значения t вероятность попадания 
случайной величины Х на заданный интервал 

σtmx ± равна: 
При t = 1 Р = 0,6827. 
При  t = 2 Р = 0,9545. 
При  t = 3 Р = 0,9973. 
Таким образом, вероятность выхода значений слу-

чайной величины Х за пределы σ3  очень мала и равна 
1–0,9973=0,0027. Это значит, что из 1000 значений слу-
чайной величины Х, распределенной по нормальному 
закону, в среднем только три могут выйти за границы 
трех стандартных отклонений (правило «трех сигма»). 
Это «правило» используется во многих практических 
расчетах, например, при статистическом анализе точно-
сти технологических процессов. 

 
1.7.4.1. Показательный закон 

Плотность вероятности и функция распределения за-
даются формулами  

xx exFexp ααα −− −== 1)(  ;)( . 

Это – один из простейших однопараметрических за-
конов распределения. 

 
1.7.4.2. Закон Вейбулла 

Плотность вероятности и функция распределения за-
даются формулами  

ββ ααβαβ xx exFexxp −−− −== 1)(   ;)( 1
. Из закона Вейбулла 

при 1=β  следует показательный закон, а при 2=β  – 
распределение Релея. 
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2. МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ОБОБЩЕННЫХ  
НЕПРЕРЫВНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 
2.1. Построение системы непрерывных распре-

делений методом обобщения 
Рассмотрим три простейших распределения: равно-

мерное, треугольное убывающее и треугольное возрас-
тающее [19]. 

В случае равномерной плотности функция распреде-
ления задается формулой 

F(t)= αt=1–(1–αt).                 (2.1) 
В случае треугольного убывающего распределения 

получим 
2

2
1-1F(t) 





 −= tα

                (2.2) 

Для треугольного возрастающего распределения имеем 
)1(1)(  22 tttF αα −−== .               (2.3) 

Обобщим попарно функции распределения (2.1), (2.2) 
и (2.1), (2.3) путем введения новых параметров. 

В первом случае получим 

uuttF
1

)1(1)( α−−=            (2.4) 

Во втором случае  

)1(1)( βαttF −−= .          (2.5) 
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Теперь замечаем, что в формуле (2.5) имеется пара-
метр β, но его нет в формуле (2.4). Введем его в послед-
нюю формулу. В результате получим 

u
1

)tu-(1-1F(t) βα=         (2.6) 

откуда дифференцированием по t найдем плотность 
распределения 

p(t)=
11

1- )1(t
−

− utu ββ αβα         (2.7) 

       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.1. Последовательность обобщения простейших  

непрерывных распределений 
 

2

2
11)(

2
1)(







 −−=







 −=

ttF

ttp

α

αα

 

)1(1)(
)(

tttF
tp

αα
α

−−==
=

 
)1(1

)(
2)(

2

2

t
ttF
ttp

α

α

α

−−=

==

=

 

uuttF
1

)1(1)( α−−=  
)1(1)( βαttF −−=  

11
1

1

)1()(

)1(1)(
−− −=

−−=

u

u

utttp

uttF

ββ

β

ααβ

α

 

( ) 1−− −= uutNttp
1

1 1)( βγ α
 

 

2/α t 

α  

0 
 

p(t) 
 

1/α t 

p(t) 
 
α 
0 

 

t 

p(t) 
α2  

0  /1 α  
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Последняя плотность может быть еще более расши-
рена за счет введения нового параметра формы. Пара-
метр β в формуле (2.7) используется дважды в качестве 
показателя степени. Пусть это будут два разных пара-
метра. Тогда вместо (2.7) можем записать [23] 

11
1 )1()(

−− −= uutNttp βγ α       (2.8) 

В итоге получена обобщенная плотность распределе-
ния с четырьмя параметрами α, β, γ, u. Нормирующий 
множитель N выражается через эти параметры из усло-
вия нормировки 

∫
∞

=
0

1)( dttp
 

Рис. 2.2. Классификация распределений 
(типы со штрихом – при β, γ < 0). 

 
2.2. Классификация обобщенных распределений 

В зависимости от значений параметров α, u, а также 
от знака параметров β, γ распределения, заданные 
обобщенной плотностью (2.8), можно разделить на ти-
пы (см. рис. 2.2.). 

В таблице 2.1. приведены значения параметров рас-
пределений разных типов. 
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Таблица 2.1  
Классификация распределений 

Тип  
кривой 

Параметры кривой 
u α k=γ/β 

I,  I′ 0<u<∞ 

α > 0 

0<k<∞ 

 II, II′ u→0 

III -∞<u<∞ 

uk 110 −<<
 

IV u→±∞ αu < 0 

V 1<u<∞ α < 0 

 
Все распределения можно разбить на две большие 

группы: А и Б. 
В группу А входят распределения с параметрами β=γ, 

или γ/β=k=1. Они задаются формулами (2.6) и (2.7). 
В группу Б входят распределения, заданные обоб-

щенной плотностью (2.8). В этом случае функция рас-
пределения, т. е. интеграл  

∫=
t

dttptF
0

)()(
  

как правило, не выражается конечным числом элемен-
тарных функций. 

Отметим, что из плотности (2.8) при β = 2, γ = 1 сле-
дует группа симметричных распределений. 

Симметричны также распределения I типа с парамет-
рами β = 1, γ=1/u. 

Приведем все существующие типы распределений 
обеих групп (см. табл. 2.2–2.4). 
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Таблица 2.2  
Распределения группы А 

Тип 
кри-
вой 

Функция  
распределения 

Плотность 
распределения 

Границы 
кривой 

I ( ) uuttF
1

 11)( βα−−=  
11

11)(
−






 −−= uutttp βαβαβ  

)0(
)1(0

1

>

<<

u
ut β

α
 

II 
βαtetF −−= 1)(  

βαβαβ tettp −−= 1)(  )0(
0

→
∞<<

u
t

 

III uut
tF /11

11)(
−−

−=
)( βα

 ( ) uut

ttp 11

1

1

)(
−

−

−

=
β

β

α

αβ

 
)0(
∞0

<
<<

u
t

 

I′ u

t
utF

1

-1)( 







= β

α

 

11

1 1)(
−

+ 







−=

u

t
u

t
tp ββ

ααβ

 )0(
)( /1

>
∞<<

u
tu βα

 

II′ 
βα tetF /)( −=  βαβ

αβ
tet

tp
/1

)(
+

=

 
)0(

0
→

∞<<
u

t
 

III′ 
u

t
u

tF /1

1

1)( −









−

=

β
α

 
u

t
u

t
tp

1
1

1

1)( 1
−









−

=
+

β

β

α

αβ

 
)0(

0
<

∞<<
u

t
 

 
Таблица 2.3  

Распределения группы Б 
Тип 

кривой Плотность распределения Границы 
кривой 

I ( ) 11
1 1

1 )(

1)(
)(

−− −





ΓΓ






 +Γ

= uk

k

utt

u
k

u
ku

tp ββ α
αβ

 
)0(

)1(0
1

>

<<

u
u

t β

α
 

I′ 
11

1 11
1)(

1)(
)(

−

+ 







−






ΓΓ






 +Γ

=
u

k

k

t
u

t
uk

uku
tp ββ

α
αβ

 
)0(

)( /1

>
∞<<

u
tu βα

 

 37 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



Тип 
кривой Плотность распределения Границы 

кривой 

II 
βαββα t

e
k

k

t
k

tp −−

Γ
= 1

)(
)(

 
)0(

0
→

∞<<
u

t
 

II′ βαβ

βα
tk

k

et
ktp

/1

1
)()(

+Γ
=

 
)0(

0
→

∞<<
u

t
 

III-V 
( ) u

k
k

ut

t

kuk

uu
tp 11

1

1
11)(

11)(
)(

−

−

−




 −−ΓΓ






 −Γ−

=
β

β

α

αβ

 

)0(
0

<
∞<<

u
t

α  

 

Таблица 2.4  
Группа симметричных распределений 

Тип 
кривой 

Плотность симметричного 
распределения Границы кривой 

Ic ( ) 1
2

1

 1
1 

1
2
1 

)(
−

−





Γ






 +Γ

= uut

u

uu
tp α

π

α

 
utu αα

11 <<−
 

IIc 
2

  )( tetp α
π
α −=

 
∞<<∞− t

 

IIIc-Vc 

( ) uutu

u
u

tp
11

1

1
1

2
1  

11 
)(

2 −
−





 −Γ






 −Γ−

=

α
π

α

 

∞<<∞− t
 

 

2.3. Распределения функций случайного аргумента 

Из обобщенной плотности (2.8) можно получить дру-
гие распределения как функции случайного аргумента. 

Если две случайные величины Х, Т связаны между 
собой функциональной зависимостью X=f(T), причем с 
ростом Х растет Т, то вероятность P(X < x) = F(x) долж-
на быть равна вероятности P(T < t) = F(t), т. е.  

F(x) = F(t).            (2.9) 
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Найдем зависимость между плотностями распределе-
ния р(х) и р(t). 

По правилу дифференцирования сложной функции из 
(2.9) имеем 

dx
dt

)t(pdx
dt

dt
)t(dF

dx
)x(dF

)(p ===x
      (2.10) 

Воспользуемся последней формулой для нахождения 
других обобщенных плотностей. 

Пусть между двумя случайными величинами Т, Х 
существует взаимосвязь XeT = . Тогда xedxdt =/  и, следо-
вательно,  

11

1 )()(
−







 −== uxuexNdx

dttpxp e
βαγ

            (2.11) 

Характерной особенностью этой обобщенной плотно-
сти является то, что кривые III-V типов при 







 −==

u
k 11

2
1

β
γ  являются симметричными. Если YT ln= ,  

то таким же путем получим еще одну обобщенную 
плотность  

( ) ( )[ ] 11
1   ln1ln)(

−
− −= uyuy

y
Nyp βγ α

.              (2.12) 

Кривые распределения, заданные тремя обобщенны-
ми плотностями p(x), p(t), p(y), имеют разнообразную 
форму. Например, для кривой I типа, заданной плотно-
стью p(t), существуют формы начала и конца кривой, 
которые представлены ниже. 

Рис. 2.3. Формы начала кривой в зависимости 
от значений параметра γ=kβ 
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Рис. 2.4. Формы конца кривой в зависимости 
от значений параметра u 

 
2.4. Три основные и три дополнительные системы 

непрерывных распределений В. В. Нешитого 

Полученные выше обобщенные плотности распреде-
ления 

( )
( )

[ ] 











−=

−=

−=

−
−

−−

−

11 
1

11 1

11

)(ln1)(ln)(

1)(

 1)(

u

u

uxx

yu
y

yNyp

utNttp

ueNexp

β
γ

βγ

βγ

α

α

α

               (2.13) 

образуют три основные системы непрерывных распре-
делений В. Нешитого. 

Вторая основная система непрерывных распределе-
ний, заданная плотностью p(t), представлена в таблицах 
2.2 и 2.3. 

Введем в плотность р(t) дополнительный параметр 
сдвига l и перепишем ее в виде 

[ ] 11
1  )(1)()(

−− −−−= ultultNtp βγ α      (2.14) 

На основании плотности (2.14) можно получить три 
дополнительные системы непрерывных распределений. 

Первая дополнительная система непрерывных рас-
пределений в общем случае задается формулой (2.14) 
при |β| = 1, а в случае симметричных распределений – 
при β = 2, γ = 1. 
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Ее легко получить из второй основной системы не-
прерывных распределений. Для этого достаточно в 
табл. 2.3 принять |β| = 1, tβ заменить на lt − , а в табл. 2.4 
заменить величину t2 на ( )2lt − . 

Для  обозначения типов кривых дополнительной сис-
темы непрерывных распределений будем использовать 
двузначный код, записанный арабскими цифрами через 
точку: 1.1, 1.1′, 2.1 и т.д.,  где первая цифра обозначает 
тип кривой, а вторая (единица) указывает на то, что па-
раметр β=1; единица со штрихом соответствует пара-
метру 1−=β .В большинстве случаев в тексте использу-
ется единое обозначение типов, но при необходимости 
указывается, что |β| = 1. В таблице 2.5 приведены суще-
ствующие типы первой дополнительной системы не-
прерывных распределений. 

Из симметричных распределений приведен один 
нормальный закон. Распределения типа 1.1 при k = 1/u 
также являются симметричными. Первая дополнитель-
ная система непрерывных распределений представляет 
собой основную часть семейства кривых К. Пирсона. 

 
Таблица 2.5 

Первая дополнительная 
система непрерывных распределений 

Тип 
кривой Плотность распределения (k=γ/β=γ) Границы  

кривой 

1.1 [ ]
11

)(1)(
1 )(

1)(
)( 1

−

−−−





ΓΓ






 +Γ

= − u
ltult

uk

uku
tp k

k

α
α

 

lutl +<<
α
1

 

1.1′ 
11

1 1
)(

1
1 )(

1)(
)(

−

+ 






−
−

−




ΓΓ






 +Γ

= u
k

k

lt
u

lt
uk

uku
tp α

α

 

lut +>α  
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Тип 
кривой Плотность распределения (k=γ/β=γ) Границы  

кривой 

2.1 
)(

1)(
)()( lt

kk

e
lt

ktp −

−−
Γ

= α
α

 
lt >  

2.1′ )/(1)(
1

)(
)( ltk

k

eltk
tp −+−Γ
= α

α  lt >  

3.1 
[ ] u

k
k

ltu

lt

kuk

uu
tp 11 

1

)(1

)(
11)(

11)(
)(

−

−

−−

−






 −−ΓΓ






 −Γ−

=
α

α

 

lt >  

IIc 
2)()( ltetp −−= α

π
α

 
∞<<∞− t  

 

Вторая дополнительная система непрерывных рас-
пределений получается из первой при t = ln y и прежних 
значениях параметров β, γ. При этом обобщенная плот-
ность имеет вид 

[ ] 111

 )(ln1)(ln)(
−−

−−−= ulyuy
lyNyp β
γ

α
.     (2.15) 

Третья дополнительная система непрерывных рас-
пределений получается из второй при wy ln=  

[ ] 111

 )ln(ln1
ln

)ln(ln)(
−−

−−
−

= ulwu
ww

lwNwp β
γ

α .    (2.16) 
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3. КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ  
ПАРАМЕТРОВ НЕПРЕРЫВНЫХ  

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
 
Методы оценивания параметров обобщенных непре-

рывных распределений  
При исследовании случайных величин в математиче-

ской статистике используется выборочный метод. Он 
заключается в том, что из генеральной совокупности 
отбирается выборка объемом, как правило, не менее 100 
единиц. При этом она должна правильно отражать про-
порции генеральной совокупности, т. е. быть предста-
вительной (репрезентативной). Только в этом случае ре-
зультаты исследования выборки могут быть распро-
странены на всю генеральную совокупность. 

Чтобы извлечь информацию из выборки, которая 
представляет собой простой статистический ряд, необ-
ходимо упорядочить все значения исследуемой случай-
ной величины либо по возрастанию, либо по убыванию 
и построить интервальный ряд распределения или ран-
жированный ряд. Далее вычисляются числовые харак-
теристики случайной величины и по ним – аппроксими-
рующий закон распределения и оценки его параметров. 
Закон распределения является наиболее полной харак-
теристикой случайной величины. 

 
3.1. Метод наименьших квадратов 
Этим методом могут быть найдены оценки парамет-

ров распределений группы А. 
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Рассмотрим распределения I – III типов группы А. 
Преобразуем функцию распределения  

( ) u 
1

ut=F(t) βα11 −−   

к уравнению прямой  

[ ] t
u

tF u

lnln )(11ln βα +=−−
         (3.1.1) 

Построив по эмпирической функции распределения 
график зависимости (3.1.1) (при известной оценке па-
раметра u) и убедившись, что опытные точки рассеива-
ются вдоль прямой, по методу наименьших квадратов 
найдем оценки величин βα  ,ln . Введем обозначения:  

[ ] .ln       , )(11ln tX
u

tFY
u

=−−=  

Тогда вместо формулы (3.1) запишем  
XY βα += ln .          (3.1.2) 

Оценки параметров βα  ,ln  (при заданном значении 
параметра u) по методу наименьших квадратов будут 
равны  

22 )( XXn
YXXYn

Σ−Σ

ΣΣ−Σ=β ,        (3.1.3) 

( ) . 1ln XY
n

Σ−Σ= βα
         (3.1.4) 

Для оценки тесноты связи между переменными Y, X 
при различных значениях параметра u вычисляется вы-
борочный коэффициент корреляции   

( ) ( )
.

2222/
YYnXXn

YXXYnr xy
Σ−ΣΣ−Σ

ΣΣ−Σ=
            (3.1.5) 
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В качестве оценки параметра u следует принять то его 
значение, при котором коэффициент корреляции по мо-
дулю ближе к единице. 

Аналогично приводятся к уравнению прямой функ-
ции распределения остальных типов. 

Тип II: t
tF

etF t lnln
)(1

1lnln  ,1)( βα
βα +=

−
−= −

. 

Вводя обозначения tXtFY ln  ,)(1
1lnln =

−
= , получим  

уравнение прямой (3.1.2). 

Тип II′: t
tF

etF t lnln
)(

1lnln   ,)( / βα
βα −== −

. 

Типы I′, III′: [ ] t
u

tF
t

utF
uu

lnln )(1ln  ,1)(

1

βαα
β −=−








−= . 

Из рассмотренных примеров видно, что главная 
трудность здесь заключается в выборе подходящего 
значения параметра u. Его можно найти путем подбора 
и вычисления при каждом значении u коэффициента 
корреляции. Однако имеется возможность оценить его 
более простым и быстрым методом. 

Если построить кривую распределения в форме 
)(ln)( tfttp = и график функции распределения )(ln)( ttF ϕ= , 

то мода ctln , т. е. точка, в которой произведение tp(t) 
максимально, равна  

αβ
1ln1ln =ct ,  

откуда ( ) βα /1/1=ct . Подставив значение tc в функцию 
распределения, получим [22]  

uu
c uuttF

11

)1(1)1(1)( −−=−−= βα .    (3.1.6) 
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Последняя формула справедлива для распределений 
I-III типов группы А. Для распределений I′-III′ типов 
справедливо равенство 

 u
c utF

1

1)( )( −= .        (3.1.7) 

В таблице 3.1 приведены значения F(tc), рассчитан-
ные по формулам (3.1.6), (3.1.7). 

 
Таблица 3.1 

Значение функции распределения F(tc) 

Параметр u III-I
c )F(t  

III-I
c )F(t ′′

 Тип кривой 

1 
0,9 
0,8 
0,7 
0,6 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 

1 
0,9226 
0,8663 
0,8209 
0,7828 
0,7500 
0,7211 
0,6954 
0,6723 
0,6513 

0 
0,0774 
0,1337 
0,1791 
0,2172 
0,2500 
0,2789 
0,3046 
0,3277 
0,3487 

I, I′ 

0 0,6321 0,3679 II, II′ 
-0,2 
-0,4 
-0,6 
-0,8 
-1,0 
-1,5 
-2 

-2,5 
-3 
-4 
-5 

-10 
-20 
-30 
-∞ 

0,5981 
0,5688 
0,5431 
0,5204 
0,5000 
0,4571 
0,4226 
0,3941 
0,3700 
0,3313 
0,3012 
0,2132 
0,1412 
0,1082 

0 

0,4019 
0,4312 
0,4569 
0,4796 
0,5000 
0,5429 
0,5774 
0,6059 
0,6300 
0,6687 
0,6988 
0,7868 
0,8588 
0,8918 

1 

III-III′ 
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На основании полученных результатов можно реко-
мендовать следующий порядок установления типа вы-
равнивающего распределения группы А и нахождения 
оценок параметров на примере плотности p(t). 

1. Выбрать за начало отсчета значений случайной ве-
личины Т начало кривой распределения. 

2. Найти эмпирическую моду *ln ct  кривой распределе-
ния )(ln)( tpttp = . 

3. Найти эмпирическое значение функции распреде-
ления в точке C и приравнять теоретическому. 

4. С помощью таблицы 3.1 определить два значения 
параметра u (в предположении, что выравнивающее 
распределение относится либо к I-III, либо к I′-III′ ти-
пам). 

5. По двум значениям параметра u определить два ти-
па возможных выравнивающих распределений. 

6. Для обоих типов распределений путем построения 
графиков проверить, ложатся ли опытные точки на пря-
мые. 

7. В качестве выравнивающего принять наиболее 
подходящее распределение. 

Таким же способом могут быть найдены оценки па-
раметров распределений группы А, заданных плотно-
стями р(х), р(у). При этом плотность р(у) должна быть 
приведена к форме )ln(lnln)( ypyyyp = . 

 
3.2. Метод наибольшего правдоподобия 

Покажем применение этого метода на примере рас-
пределений I типа группы Б 

( ) βγα
αβ

ββ /    ,1
1 )(

1)(
)(

11
1 =−






ΓΓ






 +Γ

=
−− kutt

u
k

u
ku

tp uk

k

.(3.2.1) 

Примем в качестве логарифмической функции прав-
доподобия величину  [ ])(lnln ttpML =  [31]. 
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Вначале логарифмируем плотность р(t) (лучше – про-
изведение tр(t)): 

( ). 1ln11ln1ln

)(ln1lnlnln)(ln

βαβ

αβ

ut
u

tk
u

k
u

kukttp

−




 −++





Γ−

Γ−




 +Γ++=

   (3.2.2) 

Далее находим математическое ожидание величины 
)(ln ttp  

[ ]

( )[ ]. 1ln11)(ln1ln

)(ln1lnlnln)(lnln
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αβ

utM
u

tMk
u

k
u

kukttpML

−




 −++





Γ−

−Γ−




 +Γ++==

  (3.2.3) 

Уравнения правдоподобия находятся из условий: 

0ln;0ln;0ln  ;0ln =
∂

∂=
∂

∂=
∂
∂=

∂
∂

u
L

k
LLL

βα  . 

Приняв обозначение )()(ln kkdk
d Ψ=Γ  для логарифмиче-

ской производной гамма-функции, или иначе пси-

функции, из (3.2.3) найдем 
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u

ku

ut
ttMutkM

ut
tMuk

   (3.2.4) 

Здесь последнее уравнение приведено к более про-
стой форме с учетом первого уравнения. Оценки пара-
метров могут быть найдены путем решения системы че-
тырех уравнений правдоподобия – (3.2.4). При этом со-
ответствующие математические ожидания заменяются 
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их оценками, которые вычисляются  по  статистическо-
му  распределению. Однако для нахож- 
дения оценок таких величин, как [ ])1/( ββ αuttM −  и др. 
необходимо  знать  значения  параметра  β и  произве-
дения αu, оценки которых предстоит найти. Кроме того, 
предварительно необходимо знать тип выравнивающего 
распределения, а метод наибольшего правдоподобия не 
предлагает критериев для его установления. 

Эти обстоятельства сильно ограничивают возможно-
сти использования метода наибольшего правдоподобия 
для нахождения оценок параметров обобщенных вы-
равнивающих распределений. 

 
3.3. Классический метод моментов 

Метод пригоден для оценивания параметров обоб-
щенных распределений с параметром 1=β , т. е. в слу-
чае трех дополнительных систем непрерывных распре-
делений, заданных плотностями (2.14)–(2.16). Причем, 
эти плотности должны быть представлены в виде  

)ln(ln)( ln  w),(ln)( wpwpwypyyp == . 
Метод подробно рассмотрен в статьях учебных посо-

биях автора теории обобщенных распределений [15, 21, 
22, 23]. Поскольку он может быть использован лишь в 
случаях распределений с параметром β=1, здесь его 
рассматривать не будем. 
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4. УНИВЕРСАЛЬНЫЙ МЕТОД МОМЕНТОВ  
ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

И ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ 
 
4.1. Универсальный метод моментов 
За пределами применимости классического метода 

моментов остается широкий класс распределений, для 
которых не существует моментов высоких порядков. 
Оценки параметров таких распределений могут быть 
найдены по универсальному методу моментов, который 
впервые был описан автором в 1983 г. и опубликован в 
депонированной рукописи «Построение и исследование 
системы дискретных распределений» деп. в БЕЛНИ-
ИНТИ 17.07.1985, № 931, 71 с. 

Основное отличие этого метода от классического ме-
тода моментов заключается прежде всего в том, что он 
применяется к распределениям, заданным обобщенной 
плотностью р(х). Другие плотности должны быть при-
ведены к этой форме. Например, вместо плотности p(t), 
которую представим в виде (при γ = kβ) 

( ) 11
1  1)(

−− −= uk utNttp ββ α          (4.1)  

используется плотность ( )tpttp ln)( = , т. е.  

( ) 11
lnln 1)(ln)(

−
−== uttk ueNtpttp e

ββ α  .       (4.2) 

Здесь последнее равенство получено из предыдущего 
путем умножения на t обеих его частей и использования 
записи t

e
lnβ  вместо t β, что одно и то же. 
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Введем далее обозначение lnt = x. Тогда последнее 
равенство примет вид 

 ( ) 11 
1)(

−
−= uxxk ueNexp ββ α ,         (4.3) 

т. е. получили обобщенную плотность р(х). 
Если плотность р(t) привести к форме )(ln)( tpttp = , то 

она будет обладать всеми свойствами плотности р(х). 
Плотность  

( ) ( )[ ] 11 1
ln1ln)(

−−
−= u

k
yuy

yNyp β
β

α       (4.4)  

также приводится к форме плотности р(х). 
Умножим обе части последней формулы на произве-

дение yy ln , а величину β)(ln y  запишем в виде y
e

lnlnβ . В 
результате получим  

( ) 11
lnlnlnln 1)( ln 

−
−= uyyk ueNypyy e

ββ α .   (4.5) 

Приняв далее обозначения 
 p(x)ypp(y)yyxy ,)ln(ln ln,lnln === получим плотность (4.3). 

Далее так же, как и в классическом методе моментов, 
центральные моменты 432 ,, µµµ , а также показатели 
асимметрии 3

2
2
31 /µµβ =  и островершинности 2

242 /µµβ =  
выражаются через параметры обобщенного распределе-
ния (4.3). При этом показатели β1 и β2 зависят лишь от 
двух параметров формы (k = γ/β, u) и в зависимости от 
их значений распределения разделяются на типы. 

Приравнивая далее эмпирические значения показате-
лей *

2
*
1 ,ββ  теоретическим β1 и β2 устанавливаем тип вы-

равнивающей кривой распределения и находим оценки 
двух параметров формы k, u. Оценки двух других пара-
метров – α, β (или произведения αu) вычисляются по 
простым формулам при известных  оценках параметров 
k, u . 

 51 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



Отметим, что статистические центральные моменты 
r-го порядка в зависимости от вида плотности выравни-
вающего распределения вычисляются по формулам: 

– в случае обобщенной плотности р(х) 

( )∑
=

−=
n

i
i

r
ir mxM 1

*
1

*  1 νµ ,  где  ∑
=

==
n

i
iimx

M
x

1

*
1

1ν  ;  

– в случае обобщенной плотности р(t), которая при-
водится к форме )(ln)( tpttp = , 

( )∑
=

−=
n

i
i

r
ir mtM 1

*
1

*  ln1 νµ , где   ∑
=

==
n

i
iimt

M
t

1

*
1 ln1lnν ;  

– в случае обобщенной плотности р(у), которая при-
водится к форме )ln(ln)(ln ypyypy = ,  

( )∑
=

−=
n

i
i

r
ir myM 1

*
1

*  lnln1 νµ ,  

где 
( )∑

=
==

n

i
ii myMy

1

*
1  lnln1lnlnν .  

Здесь n – число интервалов группирования статисти-
ческих данных; mi – частота i-го интервала; ∑= imM  – 
объем выборки. 

Это обеспечивает единый порядок установления типа 
выравнивающего распределения и нахождения оценок 
параметров для трех основных систем непрерывных 
распределений. 

Эти же моменты используются для оценивания пара-
метров трех дополнительных систем непрерывных рас-
пределений, т. е. в случае классического метода моментов. 

Рассмотрим для примера распределения III–V типов, 
заданные плотностью 

 

( ) ux

xk
k

e

e

ukuk

uu
xp 11 

1
11)(

11)(
)(

−
−





 −−ΓΓ






 −Γ−

=
β

β

α

αβ
       (4.6) 
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Этими распределениями можно дополнить первую 
(дополнительную) систему распределений (см. табл. 2.5) 
при условии  042 <− ACB  [cм., напр. 19 Классический ме-
тод моментов]. 

Выразим центральные моменты (2–4)-го порядков и 
начальный момент 1-го порядка (математическое ожи-
дание) через параметры распределения (4.6). 

Используя теорию производящих функций, для 
обобщенной плотности (4.6) получим: 

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ] 















′Ψ ′′′+Ψ ′′′+=

′Ψ ′′−Ψ ′′=

′Ψ′+Ψ′=

−−′Ψ−Ψ=

 

)(1

)(1

)(1

)ln()(1

4
2
24

33

22

1

3 kk

kk

kk

ukk

β
µµ

β
µ

β
µ

α
β

ν

    (4.7) 

где k′=1–1/u–k. В этом случае существуют все моменты 
для всех распределений, в том числе для распределения 
Коши, потому что вычисляются моменты не самой слу-
чайной величины, а их логарифмов.  В этом состоит 
преимущество универсального метода моментов перед 
классическим методом моментов. 

Показатели асимметрии β1 и островершинности β2 
равны 

 

( )[ ]
( )[ ]

( )
( )[ ]













′Ψ′+Ψ′

′Ψ ′′′+Ψ ′′′
+=

′Ψ′+Ψ′
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=

 

 )(

)(

)(
 )(

22

3 

2

1

3
kk

kk

kk
kk

β

β

      (4.8) 

Заменяя показатели β1, β2 их оценками, из системы 
двух уравнений (4.8) можно найти оценки двух пара-
метров k, u, предварительно установив по тем же пока-
зателям тип выравнивающей кривой. 

 53 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



Это – большое преимущество перед методом наи-
большего правдоподобия, который требует решения че-
тырех уравнений с четырьмя неизвестными, причем при 
условии, когда тип распределения заранее задан. 

Для нахождения оценок параметров α и β (или произ-
ведения αu) введем случайную величину Z, которая свя-
зана со случайной величиной Х зависимостью 

XueZ βα−=  (см. формулу (4.6)) и рассмотрим ее лога-
рифм  

u)ln(XlnZ α−+=  β .  

Это уравнение является базой для построения уни-
версального метода моментов. 

Найдем математическое ожидание логарифма слу-
чайной величины Z 

)ln()()(ln uXMZM αβ −+= . 

Из последней формулы следует, что 

( ) [ ]

[ ] [ ] r
r

r ZMZMXMXM

uZMM

 )(lnln1)(

, )ln()(ln1

 −=−

−−=Χ

β

α
β  

или rZ
rr βµµ /)(= . 

С учетом полученных равенств первые две формулы 
из четырех формул (4.7) можно переписать в виде 

( )[ ]
,

 )ln(1

2

)(
2

2

11










=

−−=

β

µ
µ

αν
β

ν
z

z u

      (4.7′)  

где ( )kukZMz −−Ψ−Ψ== /11)()(ln)(
1ν  – математическое ожи- 

дание случайной величины Zln ; 




 −−Ψ′+Ψ′= kukz 11)()(

2µ  – 
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центральный момент второго порядка случайной вели-

чины Zln ; )(kΨ′  – первая производная пси-функции 

)(ln)( kdk
dk Γ=Ψ . 

На основании (4.7′) оценки параметра β и произведе-
ния αu равны  

2

)(
2
µ
µ

β
z

= ,                      (4.9) 

1
)(

1 βνν
α

−
−=

z

eu ,                    (4.10)  

где ν1=М(Х).  При вычислении оценок β и αu централь-
ный момент второго порядка случайной величины Х 
следует заменить его оценкой *

2µ  (выборочной диспер-
сией), а М(Х) – выборочным средним x=*

1ν  . 
Аналогично выводятся формулы для оценок парамет-

ров распределений других типов, заданных плотностью 
р(х). 

Так, в случае распределений II, II′ типов имеем 
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,     (4.11) 

где )(  );( )(
2

)(
1 kk zz Ψ′=Ψ±= µν .  

Здесь знак "+" относится ко II типу, а "–" – ко II′ типу. 
В случае распределений I, I′ типов 
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При расчетах по универсальному методу моментов 
необходимо уметь вычислять с заданной точностью 
значения гамма-функции и ее логарифмических произ-
водных. Ниже приводятся приближенные формулы для 
их вычисления. 

Логарифм гамма-функции находится по формуле  
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    (4.13) 

Логарифмические производные гамма-функции на 
основании (4.13) равны: 
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    (4.14) 

Для облегчения различных расчетов в Приложении 1 
дана таблица значений функций )(),(),( xxx Ψ′ΨΓ  при 

41,0 ÷=x  с шагом 0,01. 
Точность приведенных формул тем выше, чем боль-

ше сумма х+n. Для приближенных расчетов на кальку-
ляторе можно принять n=2, а при более точных расче-
тах на ПЭВМ – n=4. 

Рассчитаем для разных типов распределений значе-
ния показателей 2,1 ββ  при различных значениях пара-
метров k, u. Далее в системе координат ( 2,1 ββ ) отметим 
области для распределений разных типов (см. рис. 4.1). 
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Рис. 4.1. Классификация распределений, заданных обоб-

щенной плотностью ( ) 11

 1)(
−

−= uxxk ueNexp ββ α ,  

по критериям 2,1 ββ  

Как видно из рисунка, распределения II, II′ типов 
представлены кривой, распределения IV типа – прямой 

12 5 ββ += . Распределения V типа лежат ниже прямой 
12 75.06 ββ += , а распределения I, I′ типов – выше прямой 

12 5.13 ββ +=  
Симметричные распределения III типа с параметрами 

формы ( )uk /115,0 −=  представлены отрезком 6β << 23  оси 
ординат. С ростом параметра k распределения IIIс типа, 
а также II, II′ типов приближаются к нормальному зако-
ну, для которого 3    ,0 21 == ββ . 

В заключение отметим, что ниже прямой 12 5,13 ββ +=  
находится область распределений I типа, заданных 
плотностью (3.10) с параметром β=1. 

Для быстрого установления типа выравнивающей 
кривой и нахождения оценок параметров k, u по методу 
моментов автором построена номограмма (Приложе-
ние 2). Она строилась для распределений с левосторон-
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ней асимметрией, у которых центральный момент 3-го 
порядка 03 <µ . 

Если статистическое распределение имеет правосто-
роннюю асимметрию( 03 >µ ), то в случае распределений 
III-V типов вначале с помощью номограммы находятся 
оценки параметров u, k′, затем вычисляется оценка па-
раметра k: 

k
u

k ′−−= 11 .              (4.15) 

Аналогично для распределений I типа (β=1) при 03 >µ  
вначале  по номограмме находятся оценки параметров 
u′, k′, затем вычисляются оценки параметров u, k: 

ukku ′=′= 1   ;1
.              (4.16) 

Построенная номограмма состоит из двух частей. 
Верхняя часть (выше прямой 12 5.13 ββ += ) относится к 
распределениям с плотностью р(x) или к распределени-
ям с  плотностью p(t), p(y), которые приведены соответ-
ственно к форме )ln(ln)( ln);(ln)( ypypyytpttp == .  

Нижняя часть номограммы относится к распределе-
ниям I типа с плотностью p(t) при β=1 (т.е. типа 1.1) и 
является продолжением верхней части. Прямой 

12 5,13 ββ +=  при 03 >µ  представлены распределения вто-
рого типа с параметром 1=β  (гамма-распределения). 

Это дает возможность расширить основные системы 
непрерывных распределений за счет включения в них 
распределений типов 1.1 и 2.1, которые относятся к до-
полнительным системам непрерывных распределений (с 
параметром β=1). 

Тогда первая (основная) система непрерывных рас-
пределений SRN1 в общем случае будет включать три 
обобщенные плотности  
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       (4.17) 

Первая система непрерывных распределений включа-
ет две группы симметричных распределений: одна из 
них (типы IIIc-Vc) задана плотностью р(x) при 
k ( )u/115,0 −= , другая (типы Ic-Vc) – плотностью р(t) при 

1  ,2 == γβ . Кроме того, симметричные распределения Ic 
типа описываются также плотностью р(t) с параметром 
сдвига l при ku = 1. 

Первая система непрерывных распределений может 
быть также задана двумя плотностями (без последней) 
или даже одной плотностью р(x). 

Аналогично во вторую основную систему непрерыв-
ных распределений SRN2 войдут обобщенные плотно-
сти 

( )
( ) [ ]

[ ] 
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u
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y
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y

lyNyp

utNttp

α

α

α ββ

    (4.18)  

которые получены из первой системы как распределе-
ния функций случайных аргументов: Х=lnT – для пер-
вой плотности; T=lnY – для двух других плотностей. 

Наконец, в третью основную систему непрерывных 
распределений SNR3 войдут обобщенные плотности 
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     (4.19) 

Вторая  и третья основные системы непрерывных 
распределений также могут быть заданы либо двумя 
плотностями (без третьей), либо одной первой плотно-
стью распределения. 

Для нахождения оценок параметров трех основных 
систем непрерывных распределений по методу момен-
тов автором созданы программы SNR1MM, SNR2MM, 

SNR3MM. 
Номограмма, представленная в Приложении 2, оста-

ется справедливой для трех основных систем непре-
рывных распределений. 

 
4.2. Законы распределения суммы независимых 

случайных величин 

Системы непрерывных распределений, заданные 
обобщенными плотностями, а также методы оценива-
ния параметров, доведенные до программной реализа-
ции, позволяют более просто решать различные задачи. 

Пусть, например, требуется установить закон распре-
деления суммы n независимых одинаково распределен-
ных случайных величин Х=Х1+Х2+…+Хn. Среднее ка-
ждой случайной величины равно ν1. 

Распределение случайной величины Хi может быть 
задано как аналитически, так и таблично. 

Поэтому для нахождения закона распределения сум-
мы n независимых случайных величин, т. е. композиции 
n распределений, можно использовать общий метод. 
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Для этого достаточно вычислить моменты суммы n 
независимых случайных величин ν1(n), м2(n), м3(n), м4(n), а 
также показатели в1(n) и  в2(n) по известным моментам 
случайной величины Хi. 

Далее по методу моментов (универсальному или 
классическому) с помощью программы устанавливается 
тип выравнивающей кривой и находятся оценки пара-
метров. 

Пусть моменты случайной величины Хi известны. 
Обозначим их соответственно ν1, м2, м3, м4. 

Тогда среднее суммы n независимых случайных 
величин будет равно  

∑
=

=
n

i
in

1
1)(1 νν

.
        (4.20) 

Если случайные величины Хi равны и подчиняются 
одному и тому же закону распределения, то  

1)(1 νν nn = .        (4.21) 

Найдем далее центральный момент второго порядка 
суммы n независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин м2(n). 

Начнем с рассмотрения суммы двух независимых 
случайных величин:  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 22
2   )( yxyx mYmXMmmYXMYX −+−=+−+=+µ  , 

где )(   ),( 11 ymxm yx νν == . 
Обозначим для краткости ymYxmX yx =−=− , . Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222
2 )(22 yMyxMxMyyxxMyxMYX ++=++=+=+µ . 

Поскольку М(ху) = М(х)М(у), последнее выражение 
можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 2 22
2 yyxx mYMmYMmXMmXMYX −+−−+−=+µ  

или )()()(2)()( 21122 YYXXYX µµµµµ ++=+ . 
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Но центральный момент первого порядка равен нулю. 
Поэтому второе слагаемое здесь равно нулю, и послед-
няя формула примет вид  

)()()( 222 YXYX µµµ +=+ .        (4.22) 

На основании рассмотренного примера можно сфор-
мулировать следующее правило: при возведении в r-ю 
степень суммы случайных величин х=Х–mx; y=Y–my,… 
в итоге следует учесть только те члены, которые не со-
держат первых степеней сомножителей, так как их мате-
матические ожидания равны нулю. 

Используя это правило, найдем центральный момент 
второго порядка суммы трех случайных величин 

 ( )22 )( zyxMZYX ++=++µ ,  

где  х=Х–mx; y=Y–my; z=Z–mz. 
Итак,  

( ) ( )...)( 2222
2 +++=++=++ zyxMzyxMZYXµ .  

Здесь не записаны члены, математические ожидания 
которых равны нулю. Следовательно,  

)()()()( 2222 ZYXZYX µµµµ ++=++ .               (4.23) 

В случае суммы n независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин  

2)(2 µµ nn = .          (4.24) 

Найдем далее выражение для центрального момента 
третьего порядка суммы n независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин. 

Рассмотрим вначале сумму двух независимых слу-
чайных величин 

 ( ) ( )32233
3 33)( yyxyxxMyxMYX +++=+=+µ ,  

откуда  
)()()( 333 YXYX µµµ +=+ .       (4.25) 
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Аналогично для суммы трех случайных величин имеем 
( ) [ ]

( )( )[ ] ( )...222
)()()(

333222

23
3

+++=+++++++=
=++++=++=++

zyxMzyxyzxzxyzyxM
zyxzyxMzyxMZYXµ

Остальные члены в квадратных скобках равны нулю. 

Таким образом,  
)()()()( 3333 ZYXZYX µµµµ ++=++  .   (4.26) 

Для суммы n независимых одинаково распределен-
ных случайных величин  

3)(3 µµ nn = .           (4.27) 

И, наконец, найдем выражение для центрального мо-
мента четвертого порядка суммы n независимых одина-
ково распределенных случайных величин. 

Начнем с суммы двух случайных величин  
4

4 )()( yxMYX +=+µ ,  

где по-прежнему yx mYymXx −=−=  ; . Итак, 

( ) [ ]
[ ]

).()()(6)(
...)33())(33(

)()()(

4224

4222243223

34
4

yMyMxMxM
yyxyxxMyxyyxyxxM

yxyxMyxMYX

++=
=++++=++++=

=++=+=+µ

Отсюда имеем 

 )()(6)()()( 22444 YXYXYX µµµµµ ++=+ .      (4.28) 

Если Х=Y , то 
2
24)2(4 62 µµµ +==n .       (4.29) 

Найдем далее центральный момент четвертого поряд-
ка суммы трех случайных величин 

( ) [ ]

, ...)666(
)222(

))(()(

222222444

2222

24
4

++++++=
=+++++=

=++++=++=++

zyzxyxzyxM
yzxzyxzyxM

zyxzyxMzyxMZYXµ
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откуда  

 ).()(6)()(6)()(6
)()()()(

222222
4444

ZYZXYX
ZYXZYX

µµµµµµ
µµµµ

+++
+++=++

            (4.30) 

Если Х=Y=Z, то  
2
24)3(4 183 µµµ +==n .           (4.31) 

На основании полученных ранее формул можно запи-
сать общее выражение для центрального момента 4-го 
порядка суммы n независимых одинаково распределен-
ных случайных величин. 

2
24)(4 )1(3 µµµ −+= nnnn .       (4.32) 

Действительно, произведение )1(3 −nn  при n=2 равно 
6, а при n=3 равно 18. 

Таким образом, моменты суммы n независимых оди-
наково распределенных случайных величин Х=∑Хi 
равны 











−+=
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=
=

2
24)(4
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µµ
νν

nnn

n
n
n

n

n

n

n

     (4.33)  

и легко вычисляются по моментам отдельной случай-
ной величины Хi. Далее по известным моментам можно 
найти выравнивающее распределение суммы n незави-
симых одинаково распределенных случайных величин. 

При этом найденное выравнивающее распределение 
может совпадать с композицией законов распределения 
слагаемых (например, в случае n показательных зако-
нов), но может и не совпадать с ней (например, если 
случайные величины распределены по закону равно-
мерной плотности). Это связано с тем, что моменты не 
определяют полностью распределения. 
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4.3. Центральная предельная теорема для трех 
систем непрерывных распределений 

Используя теорию производящих функций, можно 
показать, что для первой системы непрерывных распре-
делений, заданной обобщенной плотностью  

11

)1()(
−

−= uxxk ueNxp e
ββ α ,  

моменты суммы n независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин ∑= iXX  связаны с моментами 
случайной величины Хi  формулами (4.33). 

Производящая функция в этом случае есть 

[ ] )1( tX
eM ν−

, 

где t – вспомогательный параметр. 
Выразим на основании  формул (4.33) показатели 

асимметрии и островершинности распределения суммы 
n независимых  одинаково распределенных случайных 
величин )(1 nβ  и )(2 nβ  через аналогичные показатели от-
дельной случайной величины Хi, т.е. 1β  и 2β :  
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       (4.34) 

Из формул (4.34) немедленно следует центральная 
предельная теорема теории вероятностей (для первой 
системы непрерывных распределений): распределение 
суммы n независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин ∑= iXX  с ростом n приближается к 
нормальному закону 
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( ) 2
 )(1 )( nx

exp
να

π
α −−

= ,       (4.35)  

для которого 1β =0,  2β =3. При этом на номограмме 
(Приложение 2) точка с координатами ( ))(2)(1 , nn ββ  с ростом 
n перемещается по прямой от точки ( 1β , 2β ) исходного 
распределения (случайной величины Хi) к точке (0,3) 
нормального закона, оценки параметров которого равны  







==

=

2)(2

1)(1

2
1

2
1

µµα

νν

n

n

n

n

.         (4.36) 

Формулы (4.33), (4.34) позволяют также переходить 
от распределения суммы n независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин к распределению от-
дельной случайной величины Хi.  

Полученные выше результаты остаются в силе и для 
обобщенной плотности 

 ( ) 11
1  1)(

−− −= uk utNttp ββ α ,  

т. е. в случае второй системы непрерывных распределе-
ний, если ее привести к форме плотности р(х), т. е. 
представить в виде 

 ( ) 11
lnln  1)(

−
−= uttk ueNttp e

ββ α . 

Моменты случайной величины iTln  будут задаваться 
формулами  

( )
( ) . ln

, ln

1

1
r

ir

i

TM
TM

νµ

ν

−=

=
 

Формулировка центральной предельной теоремы не-
сколько изменится: распределение суммы логарифмов n 
независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин ∑= iTT lnln  с ростом n приближается к нормально-

 66 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



му закону, а произведение n случайных величин 
Т=Т1Т2…Тn – к логарифмически нормальному закону  

( ) 2
 )(1ln1)( nt

e
t

tp
να

π
α −−

= ,     (4.37)  

для которого 1β =0,  2β =3. Оценки параметров ν1(n) , α за-
даются формулами (4.36). 

И, наконец, в случае третьей системы непрерывных 
распределений, заданных обобщенной плотностью 

( )[ ] 111

 ln1)(ln)(
−−

−= u
k

YuY
YNYp β

β

α ,  

полученные выше результаты остаются справедливыми, 
если ее также привести к форме плотности р(х), т. е. 
представить в виде 

( ) 11
lnlnlnln  1ln)(

−
−= uYYk ueNeYYYp ββ α .  

Тогда моменты случайной величины iYlnln  будут за-
даваться формулами 

( )
( ) . lnln

, lnln

1

1
r

ir

i

YM
YM

νµ

ν

−=

=
 

Центральная предельная теорема сформулируется в 

виде: распределение суммы двойных логарифмов n не-

зависимых одинаково распределенных случайных вели-

чин ∑= iYY lnlnlnln  с ростом n приближается к нормаль-

ному закону, произведение nYYYY ln...lnlnln 21=   – к лога-

рифмически нормальному закону, а величина 
nYYYeY ln...lnln 21=  – к двойному логарифмически нормаль-

ному закону  
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( ) 2
 )(1lnln

ln
1)( nY

eYYYp
να

π
α −−

= ,        (4.38) 

для которого 1β =0,  2β =3.  
Здесь также оценки параметров ν1(n) , α задаются фор-

мулами (4.36). 
 
4.4. Законы распределения среднего выборочного 

Рассмотрим n случайных величин, распределенных 
по одному и тому же закону, заданному, например, 
обобщенной плотностью р(х) (или p(t), или р(у)). 

Найдем закон распределения среднего выборочного 
X , (или Tln , или Ylnln ) по заданному закону распределе-
ния случайной величины Х (или Tln , или lnlnY). 

Для решения этой задачи достаточно найти централь-
ные моменты (2–4)-го порядков среднего арифметиче-
ского n независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин и вычислить показатели асимметрии и 
островершинности. Далее по универсальному или клас-
сическому методу моментов с помощью программы 
легко устанавливается тип искомого распределения и 
вычисляются оценки его параметров. 

Известно, что математическое ожидание среднего 
арифметического n независимых случайных величин с 
одинаковыми средними равно среднему отдельной слу-
чайной величины 

 1)( ν=XM .         (4.39) 

Найдем далее центральные моменты выборочного 
среднего. Для этого вначале докажем, что постоянный 
множитель можно выносить за знак центрального мо-
мента r-го порядка, возведя его в r-ю степень:  

)()( XCCX r
r

r µµ = .         (4.40) 
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Действительно, 
[ ] )()]([ )()( XCXMXMCCXMCXMCX r

rrrr
r µµ =−=−= . 

На основании (4.40) имеем: 
( )

2
21221

2)(22
......

)(
n

XXX
n

XXX
mX nn

n
+++

=





 +++

==
µ

µµ . 

Поскольку для n независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин справедливо равенство 
(4.24) 

 2)(2 µµ nn = , 

то из предыдущего выражения получим  

nn

n
mX n

2
2
2

)(22 )(
µµ

µ ===  .      (4.41) 

Найдем центральный момент третьего порядка выбо-
рочного среднего. На основании равенства (4.40) можем 
записать  

( )n
n

n XXX
nn

XXX
mX +++=






 +++

== ...1...
)( 2133

21
3)(33 µµµ . 

Поскольку 33 µ=µ n)n(  (см. формулу (4.27)), то из пре-
дыдущего выражения получим  

2
3

3
3

)(33 )(
nn

n
mX n

µµ
µ === .      (4.42) 

Для центрального момента четвертого порядка сред-
него выборочного можем записать 

( )n
n

n XXX
nn

XXX
mX +++=






 +++

== ...1...
)( 2144

21
4)(44 µµµ . 

Поскольку для суммы n независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин справедливо равенст-
во (4.32) 

 2
24)(4 )1(3 µµµ −+= nnnn , 
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то из предыдущей формулы получим 

 ( )( )2
243)(44  131)( µµµ −+== n

n
mX n .    (4.43) 

Таким образом, моменты среднего арифметического n 
независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин выражаются через моменты отдельной случайной 
величины посредством формул 

( ) 












−+=

=

=

=

 )1(31

)(

2
243)(4

2
3

)(3

2
)(2

1

µµ

µ

µ
ν

n
n

m
n

m

nm

XM

n

n

n

     (4.44) 

Из формул (4.33) и (4.44) найдем взаимосвязь между 
моментами суммы и среднего арифметического n неза-
висимых одинаково распределенных случайных вели-
чин: 










=

==

r
nr

nr

n

n
m

nXM

)(
)(

1
)(1)(

µ

ν
ν

        (4.45) 

Из (4.45) следует, что показатели асимметрии 1β  и 
островершинности 2β  для распределений суммы и сред-
него арифметического n независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин одни и те же. 

Зная центральные моменты, а также показатели 
асимметрии и островершинности, по универсальному 
или классическому методу моментов нетрудно найти 
закон распределения среднего арифметического и, сле-
довательно, вычислить доверительные границы для 
среднего выборочного при заданной доверительной ве-
роятности и любом заданном значении n 
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 С ростом n распределение среднего выборочного X  
(или Tln , или Ylnln ) асимптотически приближается к 
нормальному закону (центральная предельная теорема в 
случае первой системы непрерывных распределений). 

В случае второй системы – распределение среднего 
геометрического случайной величины Т 

 ( ) ee TTTTT
n

Ti

nгеом
n ln ... 

ln

21.

1

===

Σ

  

с ростом n приближается к логарифмически нормальному 
закону. 

В случае третьей системы – распределение среднего 
геометрического логарифмов отдельных случайных ве-
личин  

( ) n

nгеом YYYY
1

ln...lnlnln 21 ⋅=   

с ростом n приближается к логарифмически нормаль-
ному закону, а величина  

( ) n
YnYYeY

1

21 ln...lnln ⋅
=   

– к двойному логарифмически нормальному закону. 
При n > 100 распределение среднего выборочного X  

(или Tln , или Ylnln ) можно считать нормальным. 
Действительно, если распределение случайной вели-

чины Х (или Tln , или Ylnln ) характеризуется показате-
лями 93,40 21 <<<< ββ  (в случае трех основных систем 
непрерывных распределений), то распределение сред-
него арифметического n = 100 независимых одинаково 
распределенных случайных величин на основании фор-
мул (4.34) будет иметь показатели  

06,33;04,0)(0 )(21 <<<< nn ββ ,     (4.46) 

т. е. близкие к нормальному закону. 
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Отметим, что формулы (4.34) и (4.44) позволяют пе-
реходить от распределения среднего арифметического n 
независимых одинаково распределенных случайных вели-
чин к распределению отдельной случайной величины.  

Полученные результаты вскрывают характер измене-
ния показателей )n()n( , 21 ββ  с изменением числа n независи-
мых одинаково распределенных случайных величин: с 
ростом n точка с координатами ( )(2)(1 ; nn ββ ) приближается 
к точке (0; 3) по кратчайшему пути, т. е. по прямой  

)(1
1

2
)(2

3
3 nn β

β
β

β
−

+= ,      (4.47) 

которая следует из (4.34). 
При этом степень приближения к нормальному зако-

ну при больших n зависит от исходных значений пока-
зателей 21, ββ  случайной величины Хi. 

Установим минимально необходимое значение n, при 
котором распределение среднего арифметического n не-
зависимых одинаково распределенных случайных вели-
чин можно считать нормальным. 

Рассмотрим рис. 4.2. На нем точкой А( 2  ; ββ1 ) обозна-

чено распределение случайной величины Хi. 

Распределение среднего арифметического n незави-

симых одинаково распределенных случайных величин 

представлено точкой В( )(2)(1   ; nn ββ ). 
Заштрихованная площадь – это область нормального 

закона. Она ограничена двумя вертикальными и двумя 
наклонными отрезками прямых, тангенс угла наклона 
которых к горизонтальной оси принят равным 1,75. 
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Рис. 4.2. Фрагмент номограммы в области нормального закона 

 
Область нормального закона может быть задана и 

другими способами. 
Если при некотором значении n точка В (или  В′) по-

падает на границу или внутрь заштрихованной области, 
то закон распределения среднего арифметического 
можно считать нормальным. 

Пусть точка находится на правой вертикальной гра-
нице области нормального закона (см. рис. 4.2). При 
этом условии минимально необходимое значение n 
можно найти из формулы  

nn
1

)(1
β

β =  

при  
1)(1 δβ =n :  

1

1
1 δ

β
=n .            (4.48) 
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Если точка В займет положение В′, то она будет яв-
ляться точкой пересечения двух наклонных прямых, ко-
торые задаются уравнениями 

 nn
3

3 2
)(2

−
+=
β

β ; nnn
1

2)(12)(2 75,1375,13
β

δβδβ ++=++= . 

Приравнивая правые части этих уравнений, найдем 

2

12
2

75,13
δ

ββ −−
=n .          (4.49) 

Из двух полученных значений n выбираем большее. 
Если в формулах (4.48), (4.49) принять 05,021 == δδ , то 

значения параметра u выравнивающих распределений 
по абсолютной величине будут несколько меньше 0,02 
(для нормального закона u→0). 

Рассмотрим пример. 
Пусть случайная величина Хi описывается распреде-

лением II′ типа: 

xk

k

exkxp /1
1

)()( α
α

+Γ
=           (4.50)  

с параметрами: α = 12; k = 5. Тогда теоретические мо-
менты будут равны (см. формулы (4.24), (4.27) при 
u→0,  γ = k): 

.40521)4)(1(
3

,18)3)(1(
4

,3
)2()1(

,31

3
2

4

2
3

2

2

2

1

=





 +

−−−
=

=
−−

=

=
−−

=

=
−

=

µ
αµαµ

αµ
µ

αµ

αν

kkk

kk

kk

k

 

Показатели асимметрии и островершинности на ос-
новании (4.37) равны: 

45
)4)(3(
)5)(2(3   ;12

)3(

)2(16
221 =

−−
+−==

−

−
=

kk
kk

k

k ββ
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Найдем по формулам (4.48), (4.49) минимально необ-
ходимое значение n (объем выборки), при котором рас-
пределение среднего арифметического n независимых 
одинаково распределенных случайных величин можно 
считать нормальным. 

При 05,021 == δδ  имеем:  

420
05,0

1275,134575,13
   ;240

05,0
12

2

12
2

1

1
1 =⋅−−=

−−
====

δ
ββ

δ
β

nn . 

Принимаем n = 420. 
На практике часто ограничиваются небольшими зна-

чениями n )3025( ÷=n . 
Пусть n = 25. Тогда распределение среднего арифме-

тического n независимых одинаково распределенных 
случайных величин будет иметь моменты (см. формулу 
(4.44): 

( ) ( ) .067392,03243405
25
1)1(31

,0288,0
25
18

,12,0
25
3

2
3

2
243)(4

22
3

)(3

2
)(2

=⋅⋅+=−+=

===

===

µµ

µ

µ

n
n

m
n

m

n
m

n

n

n

 

Показатели асимметрии и островершинности равны: 

. 68,4
12,0

067392,0

,48,0
12,0

0288,0

22
)(2

)(4
)(2

3

2

3
)(2

2
)(3

)(1

===

===

n

n
n

n

n
n

m

m
m

m

β

β

 

Контроль: 

68,4
25

3453
3

3   ;48,0
25
12 2

)(2
1

)(1 =−+=
−

+====
nn nn

β
β

β
β . 

Выравнивающее распределение среднего арифмети-
ческого при n=25 может быть описано обобщенной 
плотностью 
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11

1)(
−







 −= uβxuexNexp αγ   

(точнее, распределением III типа первой системы не-
прерывных распределений) с параметрами 

 668744,0  ;556006,8  ;062564,5  ;7036098,8 −===−−= uEu γβα   
и нормирующим множителем N = 3,194777E–10. 

Зададим доверительную вероятность P = 0,9973 и 
найдем по одной из программ (например, 9711MSNR ) до-
верительный интервал для среднего арифметического: 

50299,4038459,2 << x . Его ширина составляет )( 114489,7 xS . 
Для сравнения по той же программе найдем довери-

тельный интервал при условии справедливости нор-
мального закона: Его ширина составляет )x(S 6 , т. е. 
ошибка в определении границ доверительного интерва-
ла по нормальному закону оказалась существенной – 
( 039222,4960769,1 << x ). 

Полученные выше формулы (4.48) и (4.49) можно ис-
пользовать также для вычисления минимально необхо-
димого значения n, при котором распределение средне-
го арифметического логарифмов n независимых одина-
ково распределенных случайных величин можно счи-
тать нормальным. 

Используя универсальный метод моментов, для рас-
смотренной выше плотности II′ типа с параметрами 
α=12, k=γ=5, β=1, приведенной к форме )(ln)( xpxpx = , най-
дем: 

[ ] [ ]

.16838,0)(13

;04879,0)(1

;22132,0)(1

;978787,0ln)(1)ln(

4
2
24

33

22

1

=Ψ ′′′+=

=Ψ ′′−=

=Ψ′=

=−Ψ−==

k

k

k

kxM

β
µµ

β
µ

β
µ
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β
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Показатели асимметрии и островершинности равны: 

4375,3  ;2196,0 2
2

4
23

2

2
3

1 ====
µ

µ
β

µ

µ
β . 

Далее по формулам (5.48) и (5.49 имеем (при 
05,021 == δδ ) 

064,1
75,13

  ;392,4
2

12
2

1

1
1 =

−−
===

δ
ββ

δ
β

nn . 

Принимаем n = 5. 
Итак, если случайная величина Х задана плотностью 

(4.50), то распределение среднего арифметического ло-
гарифма случайной величины Х близко к нормальному 
закону уже при n = 5, а распределение среднего ариф-
метического самой случайной величины Х близко к 
нормальному закону при значительно большей величи-
не n (n = 420). 

Если же центральные моменты высоких порядков не 
существуют (например, ∞→4µ ), то и величина ∞→n , 
т. е. распределение среднего арифметического случай-
ной величины Х ни при каком n не приближается к нор-
мальному закону. 
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5. ОБЩИЙ УСТОЙЧИВЫЙ МЕТОД 
 

Проверка показала, что универсальный метод момен-
тов в принципе решает задачу оценивания параметров 
обобщенных распределений. Однако существенным его 
недостатком является неустойчивость, поскольку эмпи-
рические моменты высоких порядков ( *

4
*
3 , µµ ) сильно 

зависят от значений частот на концах распределения. 
Поэтому автором обобщенных распределений был 

разработан общий устойчивый метод оценивания пара-
метров [13–20], который по точности не уступает мето-
ду наибольшего правдоподобия, но значительно проще 
последнего. 

Здесь так же, как и в случае универсального метода 
моментов, вводятся два показателя – асимметрии В и 
островершинности Н, которые зависят от двух пара-
метров формы k=γ/β, u. По этим показателям устанав-
ливается тип выравнивающей кривой распределения и 
находятся оценки параметров k, u. Оценки двух других 
параметров рассчитываются по простым формулам. 

Достоинством метода является его устойчивость, т. е. 
он мало чувствителен к выбросам на концах статис-
тического распределения. 

К недостаткам его следует отнести то, что для оцени-
вания параметров выравнивающей кривой он требует 
группирования статистических данных, так же, как и 
метод наибольшего правдоподобия. 

Если обобщенное распределение задано плотностью 
р(x), то показатели В, Н равны 
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[ ]
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=−=

),(/
)())()((

3
13

,

ukfSSH
fxMxxpMB uk

,     (5.1) 

где  
[ ] ),()( , ukfxpMS r

r β== .      (5.2) 

Исследования показали, что величина Н задана на ин-
тервале 22 << H , а величина В – на интервале   – 
(–1/4<B<1/4). 

Вычислим для разных типов распределений значения 
показателей В, Н при различных значениях параметров 
k, u. Далее построим номограмму (Приложение 3). Она 
справедлива для трех основных систем непрерывных 
распределений, заданных первыми плотностями. При 
этом они должны быть приведены к форме плотности 
р(х). 

На номограмме распределения II, II′ и IV типов пред-
ставлены кривыми. Типы I, I′ , III, V занимают опреде-
ленные области. Симметричные распределения IIIc,  
Vc типов представлены отрезками на оси ОН: для IIIc 
типов  62 2 /H π<< ; для Vc типа 26/2 << Hπ . Распреде-
ления IVс типа представлены точкой 6/2π=H . Распре-
деления IIс типа также представлены точкой 2=H . 

На номограмме изображены области распределений с 
левосторонней асимметрией, для которых 4/10 1 << B . 
Сюда относится часть распределений III-V типов при 
0<k<(1–1/u)/2, а также распределения I, II типов. При 
этом распределения приведены к форме плотности р(х). 

Распределения I′, II′ типов, а также часть распре-
делений III-V типов при (1–1/u)/2<k<1–1/u имеют 
правостороннюю асимметрию. Для них –1/4<B<0,  
причем для распределений I, II и I′, II′ типов справедли-
вы равенства: HHBB =′−=′  , . 

Таким образом, показатели В, Н однозначно опреде-
ляют тип распределения, приведенного к форме плот-
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ности р(х). Более того, с помощью этих показателей мо-
гут быть найдены оценки параметров u, k непосредст-
венно из номограммы. 

Для распределений III-V типов при В < 0 из номо-
граммы вначале находятся оценки параметров k′, u (при 
В > 0), затем вычисляется величина k=1–1/u–k′. 

Оценка параметра β для всех типов равна [21]  

)(
1

1
zS

S
=β .             (5.3) 

Тогда γ = kβ. 
Оценки параметра α для распределений II, II′ типов и 

произведения αu для остальных типов равны [21]: 
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где в зависимости от типа распределения величины )z(
1ν  

и  )(
1

zS рассчитываются по формулам: 

Типы I, I′: 
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Типы II, II′:  

π
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kgSk zz =Ψ±=         (5.6) 

Типы III-V: 
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может быть вычислена по приближенным формулам: 

– при x> 4  
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Для облегчения расчетов в Приложении 1 приводятся 
также значения функции g(x). 

Для установления типа выравнивающей кривой рас-
пределения и нахождения оценок параметров по обще-
му устойчивому методу достаточно найти значения ста-
тистических показателей ***

1
*
1 ,,, HBSν  и приравнять их 

соответствующим теоретическим. Эти показатели для 
каждой системы непрерывных распределений вычис-
ляются по-своему. Но номограмма применима ко всем 
трем системам непрерывных распределений. 

Оценки статистических показателей в случае вырав-
нивающих распределений, заданных плотностью р(х), 
вычисляются по формулам: 
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где рi=mi/(Mhi) – эмпирическая плотность распределе-
ния; mi – наблюденная частота случайной величины Х в 
i-ом интервале ∑

=
==

n

i
imMni

1
);...,2,1(  – наблюденная частота 

во всех n интервалах (объем выборки); hi – ширина i-го 
интервала; хi – значение случайной величины Х в сере-
дине i-го интервала. 

Формулы (5.12) можно выразить через абсолютные 
частоты mi:  
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Показатель островершинности Н* при hi = const при-
мет вид 
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т. е. ширина интервала не входит в формулу (5.14). От-
сюда следует вывод, что ширину интервала группиро-
вания статистических данных лучше принимать посто-
янной (по крайней мере для распределений, близких к 
симметричным). 

Если выравнивающее распределение задано обоб-
щенной плотностью p(t), статистические показатели 
рассчитываются по формулам: 
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При hi = const 
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Для установления типа выравнивающей кривой и на-
хождения оценок параметров по общему устойчивому 
методу автором созданы программы SNR3SNR2,SNR1, . 

В заключение отметим, что общий устойчивый метод 
основан на взаимосвязи между законами распределения 
случайных величин Х и Z. 

Запишем обобщенную плотность р(х) 

( ) 11

 1)(
−

−= uxxk ueNexp ββ α . 

Пусть для определенности параметр u> 0. 
Введем случайную величину  

XueZ βα= .        (5.17) 

Тогда плотность р(z) будет равна   

dz
xdxpzp )()( = . 

Поскольку на основании (5.17)  

)ln(ln1 uzx α
β

−= , 

то 
 

z
xpzpzdz

xd
ββ

)()(  ,1 == ,        (5.18) 
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откуда имеем замечательное равенство  
βzp(z)=p(x).          (5.19) 

На его базе строится общий устойчивый метод оце-
нивания параметров. 

Поскольку плотность р(z) является функцией двух 
параметров формы uk ,/ βγ= , то последняя формула по-
зволяет ввести критерии, зависящие от этих двух пара-
метров. 

Запишем на основании формулы (5.19) следующее ра-
венство:  

[ ] [ ] rrr xpMzzpM  )( )( =β . 

Введем обозначения 
 [ ] [ ] r

rz
r

r SxpMSzzpM ==  )( )(; )( . 

Тогда последнее равенство перепишется в виде 

r
)(

r
r SS =zβ .                 (5.20) 

Формула (5.20) позволяет найти значение параметра β 
(например, при r =1), а также получить критерий остро-
вершинности, зависящий от двух параметров k, u. Для 
этого необходимо взять отношение 2

12 / SS  либо 3
13 / SS . 

Последнее оказалось наиболее подходящим.  
Таким путем был получен показатель островершин-

ности Н. 
Показатель асимметрии В найден из условия, чтобы 

для симметричных распределений он был равен нулю и 
в то же время использовал ранее введенные величины. 
Такой показатель может иметь вид  

)]([)()]([ xpMxMxpxMB −=   
или  

M(x))]M[p(x)(xB −= . 

Покажем, что он зависит от двух параметров k, u. 
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Поскольку )ln(ln1  ),()( uzxzzpxp α
β

β −== ,  то 

[ ] )()(ln)(ln((ln1ln1)( , ukfzMzzzpMzMzzzpMB =−=











 −=

ββ
β . 

По показателям В, Н строится номограмма, позво-
ляющая устанавливать тип выравнивающей кривой рас-
пределения и находить оценки параметров k, u. Оценка 
параметра β вычисляется по величинам )(

11   и  zSS . Оценка 
параметра α или произведения αu вычисляется по тем 
же формулам, что и в случае универсального метода 
моментов. 

Если в качестве показателей асимметрии и островер-
шинности использовать величины  

[ ],)(
)(

  ,5,0)(
x

x
x pM

p
HFB c

c =−=  

где xс – мода, то можно построить аналогичную номо-
грамму для установления типа выравнивающей кривой 
распределения и нахождения в первом приближении 
оценок параметров k, u по координатам одной харак-
терной точки С и среднему значению плотности р(х). 
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6. РАНГОВЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
В БИБЛИОТЕЧНО-ИНФОРМАЦИОННОЙ  

ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 
 

6.1. Ранговые распределения 
Статистические данные, полученные в результате на-

блюдения, представляют собой простой статистический 
ряд. Чтобы извлечь из этого ряда информацию, его упо-
рядочивают либо по возрастанию значений случайной 
величины, либо по убыванию. В обоих случаях получим 
вариационный (ранжированный) ряд. 

Статистические распределения, в том числе ранговые, 
широко используются в научных исследованиях. Ана-
лиз этих распределений позволяет ученым совершать 
открытия. Так, в физике была введена постоянная 
Планка, в химии Д.И. Менделеевым построена Перио-
дическая система элементов, в информатике С. Бред-
фордом сформулирован закон рассеяния публикаций по 
периодическим изданиям. 

При ранжировании статистических данных открыва-
ются возможности извлечения новой информации, изу-
чения структуры выборки, вычисления различных пока-
зателей, более полно характеризующих исследуемую 
случайную величину.  

Наличие обобщенных распределений для описания 
статистических вариационных рядов открывает перед 
исследователем новые перспективы. 

Ранговые распределения находят широкое примене-
ние в информатике, математической лингвистике, со-
циологии, библиотечном деле и других отраслях зна-
ния. 
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Рассмотрим, например, частотный словарь. В таком 
словаре разные слова упорядочены по убыванию (точ-
нее, по невозрастанию) частоты их употребления в тек-
стах, на базе которых построен словарь. Порядковый 
номер слова и есть его ранг. 

В качестве другого примера можно привести ранго-
вое распределение журналов по некоторой отрасли зна-
ния (например, по химии и химической технологии), 
упорядоченных по убыванию числа помещенных в них 
статей по заданному предмету. 

Для описания ранжированных рядов необходимо ис-
пользовать такие теоретические распределения, кото-
рые обладают теми же свойствами, что и ранжирован-
ные ряды. Спрашивается, откуда взять распределения, 
пригодные для выравнивания статистических ранговых 
распределений? Чтобы решить эту проблему, необхо-
димо либо разработать теорию ранговых распределе-
ний, либо использовать ранее построенные обобщенные 
распределения. Среди множества частных случаев этих 
распределений найдутся такие, которые с достаточной 
точностью могут описывать статистические ранговые 
распределения. 

 
6.2. Форма представления ранговых распределений 

Статистическое ранговое распределение можно пред-
ставить в виде обычной гистограммы, которую можно 
аппроксимировать непрерывной убывающей кривой 
распределения. Для большей наглядности статистиче-
ского рангового распределения обычно строят график 
зависимости ( )rfpr lnln = , где pr – относительная частота 
слова частотного словаря с рангом r или доля статей по 
заданному предмету в журнале с рангом r. 

Однако принятая форма представления ранговых рас-
пределений несет слишком мало информации о стати-
стическом распределении. На таком графике колебания 
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частот мало заметны, поскольку последние изображены 
в логарифмическом масштабе. Кроме того, такое преоб-
разование кривой распределения не имеет вероятност-
ного смысла, а построенная таким путем статистическая 
кривая не является ранговым распределением. 

В связи с вышесказанным целесообразно перейти к 
другой форме представления ранговых распределений, 
а именно, rpr = f(lnr) [14, 16]. По оси ординат будем от-
кладывать произведение ранга слова (журнала) на его 
относительную частоту (или долю статей), а по оси абс-
цисс – натуральный логарифм ранга. Указанная зависи-
мость представляет собой закон распределения, что 
дает возможность исследовать статистические ранговые 
распределения. Площадь под этой кривой распределе-
ния, как и положено, равна единице. 

График зависимости rpr = f(lnr) имеет принципиаль-
ные преимущества перед традиционной формой пред-
ставления ранговых распределений. Во-первых, он опи-
сывается первой системой непрерывных распределений 
(плотностью p(x)). В данном случае rpr = p(x); lnr = x. 
Во-вторых, на такой кривой видны колебания самих 
частот (по оси ординат), а не их логарифмов. В-третьих, 
статистические ранговые распределения однородных 
случайных величин имеют одновершинную кривую 
распределения (этим свойством обладает обобщенная 
плотность p(x) при u<1). Это позволяет устанавливать 
однородность или неоднородность статистических ран-
говых распределений, выделять неоднородную часть, а 
также решать другие задачи [15]. 

 
6.3. Универсальный закон рассеяния публикаций 

Глубокое изучение любой дисциплины, допускающей 
применение количественных методов исследования, 
должно сопровождаться построением и использованием 
математических или вероятностно-статистических мо-
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делей. Так, в информатике и математической лингвис-
тике широко известны такие математические модели, 
как закон Дж.Ципфа  

γr
kpr = ,                 (6.1) 

применяемый для описания ранговых распределений 
слов частотного словаря, а также журналов, упорядо-
ченных по убыванию числа помещенных в них статей 
по заданному предмету; закон С.Бредфорда рассеяния 
публикаций; закон старения публикаций и др. К сожа-
лению, каждый из этих законов, как правило, использу-
ется сам по себе, без взаимосвязи с другими законами, 
т. е. без указания его места в ряду других, более общих 
законов распределения [13–21], которые детально ис-
следованы и прошли большую практическую апроба-
цию. В таком случае не мог бы использоваться «закон» 
Ципфа, да и закон Бредфорда имел бы точную матема-
тическую формулировку. Отметим, что закон Ципфа 
никогда не подтверждался на статистических ранговых 
распределениях, графики которых построены в системе 
координат )(ln rfrpr = , тем не менее его поддержали мно-
гие математики,  причем без предварительной его про-
верки на различных частотных словарях, изо всех сил 
пытались дать обоснование этому «закону». Были по-
трачены многие годы разных исследователей на несу-
ществующий закон. Дело дошло до абсурда – один ре-
цензент не дал рекомендации на публикацию моей ста-
тьи по теории обобщенных распределений из-за того, 
что в ней не был «найден» закон Ципфа и дал мне совет 
обратиться к работам авторов, которые проявляли ак-
тивность по обоснованию этого несуществующего за-
кона. 

Для аппроксимации различных статистических рас-
пределений, в том числе ранговых, могут использовать-
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ся построенные автором системы непрерывных распре-
делений, поскольку они включают как частные случаи 
множество известных распределений, в том числе ука-
занные выше. 

С помощью обобщенных распределений можно опи-
сать практически любое статистическое распределение, 
если оно представляет собой однородную совокупность 
значений непрерывной случайной величины. 

Так, первая система хорошо описывает распределение 
первоисточников по числу цитирований в зависимости 
от года издания (закон старения публикаций), а также 
распределение технологических погрешностей, распре-
деление работников некоторой организации по возрасту. 

Вторая система описывает ранговые распределения 
журналов, упорядоченных по убыванию числа поме-
щенных в них статей по заданному предмету. Из этой 
же системы выводится математически точная формули-
ровка закона рассеяния публикаций в смысле С. Бред-
форда. Она описывает также распределение слов слова-
ря, фраз и предложений по длине, распределение рабо-
тающих по уровню заработной платы. 

Третья система описывает ранговые распределения 
знаменательных (полнозначных) слов частотного слова-
ря, а также частотных словарей дескрипторов, терминов. 

Четвертая система описывает распределение простых 
чисел. 

Закон Ципфа входит как частный случай во вторую и 
третью системы непрерывных распределений. Закон 
Вейбулла, который также используется в математиче-
ской лингвистике и информатике, относится ко второй 
системе распределений группы А. Из второй системы 
следуют основные распределения семейства К.Пирсона. 

Таким образом, в результате разработки теории обоб-
щенных распределений информатика, математическая 
лингвистика, информетрия, квалиметрия, системы ме-
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неджмента качества и т. д. приобрели мощный матема-
тический аппарат, позволяющий решать множество за-
дач на более высоком уровне. 

Решим на базе обобщенных распределений наиболее 
важные проблемы в информатике: дадим математиче-
ски точную формулировку закона рассеяния публика-
ций в толковании С. Бредфорда, а также установим в 
самом общем виде законы рассеяния и старения публи-
каций. 

В 1948 г. С. Бредфорд дал окончательную формули-
ровку открытого им в 1934г. закона рассеяния публика-
ций в периодических изданиях. Приведем формулиров-
ку этого закона, позаимствованную из книги [9, с. 178, 
179]: «Если научные журналы расположить в порядке 
убывания числа помещенных в них статей по какому-
либо заданному предмету, то в полученном списке 
можно выделить ядро журналов, посвященных непо-
средственно этому предмету, и несколько групп или 
зон, каждая из которых содержит столько же статей, что 
и ядро. Тогда числа журналов в ядре и в последующих 
зонах будут относиться как 1 : n : n2». 

Несмотря на некоторую неопределенность этой фор-
мулировки, С. Бредфорду удалось отразить в ней суть 
закона рассеяния публикаций, по крайней мере в пер-
вом приближении.  

Все последующие попытки других исследователей по 
совершенствованию модели С.Бредфорда оказались 
безуспешными. И это закономерно, поскольку исследо-
ватели строили свои модели в основном на законе Цип-
фа и предположении о равенстве числа статей в ядре 
журналов и зонах рассеяния. 

Математически точную формулировку закона рассея-
ния можно дать лишь на базе универсальных распреде-
лений, которые с высокой точностью описывают стати-
стические ранговые распределения журналов по раз-
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личным отраслям знания. Эти распределения для каж-
дого статистического вариационного ряда имеют свои 
параметры. 

Исследования показали [13–21], что статистические 
ранговые распределения журналов, упорядоченных по 
убыванию числа помещенных в них статей по заданно-
му предмету, хорошо аппроксимируются обобщенной 
плотностью  

( ) 11
1 1)(

−− −= uk tutNtp ββ α       (6.2) 

или в более общем случае – второй системой непрерыв-
ных распределений, заданной тремя обобщенными 
плотностями (4.1), (4.3), (4.4). 

Однако убывающая кривая «ранг – относительная 
частота», т. е. pr = f(r) не имеет никаких особых точек, 
которые позволили бы дать математически точную 
формулировку закона рассеяния публикаций. Поэтому 
автором введена другая форма представления ранговых 
распределений, а именно: rpr = f(lnr) [16]. Ранее было 
показано, что убывающая кривая распределения pr = f(r) 
после ее приведения к форме rpr = f(lnr) в случае одно-
родной выборки превращается в одновершинную кри-
вую, которая описывается плотностью 

( ) .1)(
11−

−= uxkxk euNexp ββ α       (6.3) 

Другими словами, такое преобразование распределе-
ний второй системы сводит их к распределениям первой 
системы, т. е. плотность p(t) преобразуется к плотности 
p(x). Действительно, если умножить обе части плотно-
сти (6.2) на величину t и записать выражение tβ в виде 
eβlnt, что одно и то же, то из плотности p(t) получим 
плотность p(x).  График этой плотности, т. е. кривая 
распределения имеет три характерные точки: моду С и 
две точки перегиба А и В. При этом точки перегиба 
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расположены на равных расстояниях от моды С – и в 
этом, по нашему мнению, состоит суть закона рассеяния 
в толковании Бредфорда! Примем эти точки в качестве 
границ ядра и зон рассеяния. 

Итак, для плотности p(x) имеем 
хС – хА = хВ – хС.          (6.4) 

Учитывая взаимосвязи между первой и второй систе-
мами непрерывных распределений, т. е. х = lnt, p(x) = 
tp(t), для плотности p(t) можем записать 

lntC – lntA = lntB – lntC,      (6.5)  

откуда имеем равенство 
.n

t
t

t
t

C

B

A

C ==          (6.6)  

Точки А, С, В делят все журналы в ранжированном 
ряду на четыре части: ядро и три зоны рассеяния. Коли-
чество журналов, входящих в ядро, определяется равен-
ством tЯ = tА. Количество журналов в первой зоне  
tI = tС - tА; во второй зоне tII = tВ - tС. Остальные журна-
лы относятся к III зоне: tIII> tB. 

Теперь можно дать математически точную формули-
ровку закона рассеяния публикаций. Она несколько от-
личается от формулировки Бредфорда ).::1::( 2nnttt IIIЯ =  

Из формулы (6.6) следует, что между количеством 
наименований журналов от начала частотного списка 
до точек А, С, В имеется соотношение: 

tА :  tС  :  tВ  = )::1(t 2
A nn        (6.7) 

В то же время между количеством наименований 
журналов в ядре и последующих зонах имеется дру-
гое соотношение (при   )( AЯ tt = ) 

tЯ :  tI  :  tII  = .))1(:)1(:1( nnntA −−                (6.8) 

Как видим, формулировка Бредфорда является ком-
бинацией из двух точных формул (6.7) и (6.8). При этом 
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из закона Бредфорда неясно, как определяется число 
журналов, образующих ядро, какая доля статей содер-
жится в нем, сколько может быть зон рассеяния, чему 
равна величина n. Обобщенная плотность p(t) дает воз-
можность однозначно ответить на все эти вопросы. 

Журналы, входящие в ядро, содержат долю статей, 
равную функции распределения в точке А, т. е. F(tA). 
Аналогично доля статей в журналах, входящих в ядро и 
первую зону рассеяния, составляет F(tC), и т. д., следо-
вательно, доля статей в первой зоне рассеяния составля-
ет F(tC) – F(tA); во второй зоне F(tB) – F(tC), а в третьей 
зоне –  1 – F(tB). 

Количество зон рассеяния, как правило, равно трем. 
Но при определенных значениях параметров аппрокси-
мирующей плотности p(t) оно может быть меньше. 

На базе плотности p(t) нетрудно найти координаты 
трех характерных точек и вычислить величину n. Абс-
циссы точек А и В можно рассчитать при известных 
значениях величин tС и n. 

Мода tС находится из условия dtp(t)/dlnt = 0 и в общем 
случае для распределений I-V типов равна  

( ) .
1

1 β

α 







−+

=
uku

ktC
      (6.9) 

Величина n задается формулой 
( ) ( )[ ]( )

( ) .
12

11141
1

1 β









−+

−−+−+−
+=

uukk
uuuukku

n
    (6.10) 

В формуле (6.10) в числителе знак «минус» относится 
к распределениям 5-го типа. Поскольку такие ранговые 
распределения встречаются весьма редко, во многих 
статьях автора этот знак опущен.  

Абсциссы точек перегиба вычисляются по формулам: 
 tА = tC /n; tB = tC ·n. 
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Рассмотрим один частный случай. Ранговые распре-
деления журналов часто описываются законом Вейбул-
ла с функцией распределения 

,1)(
βαtetF −−=        (6.11) 

которая следует из плотности p(t) при u → 0, k = 1. То-
гда из формул (6.9) и (6.10) при k = 1 имеем равенства:  

.
2

53,1
11
ββ

α 






 +
=






= ntc

                        (6.12) 

При этом значения функции распределения в трех ха-
рактерных точках независимо от значений параметров 
равны: F(tA) = 0.3175; F(tC) = 0.6321; F(tB) = 0.9271. Это 
значит, что в ядро журналов входит 32% от всех статей 
по данному предмету; в ядро и первую зону рассеяния – 
63% статей, а в ядро и первые две зоны – 93% статей. 
По зонам рассеяния доли статей распределяются так: 
первая зона рассеяния содержит 31% статей; вторая зо-
на – 30% статей. На третью зону приходится лишь 7% 
статей. Между числом наименований журналов в ядре и 
последующих зонах справедливо общее соотношение 
(6.8). 

Отсюда следует, что для более полного удовлетворе-
ния информационных потребностей специалистов спра-
вочно-информационный фонд должен комплектоваться 
по крайней мере теми журналами, которые образуют 
ядро и первые две зоны рассеяния. Количество таких 
журналов равно tB при этом полнота комплектования 
фонда F(tB) = 0.93 (под полнотой комплектования фон-
да понимается вероятность удовлетворения запросов 
потребителей информации этим фондом). Величина tB 
может характеризовать некоторый оптимальный объем 
справочно-информационного фонда с точки зрения 
полноты его комплектования при ограниченных матери-
альных ресурсах. 
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Дальнейшие исследования показали [13–15], что лю-
бая обобщенная плотность, входящая во вторую систе-
му непрерывных распределений, дает закон рассеяния в 
виде формул (6.7), (6.8), но при этом размеры ядра и зон 
рассеяния, величина n, а также доли статей в ядре и зо-
нах рассеяния различны (последние у С.Бредфорда оди-
наковы) и в общем случае зависят как от вида распреде-
ления, так и от   значений параметров.  

Поскольку наиболее полной характеристикой случай-
ной величины является ее закон распределения, в дан-
ном случае рангового, то наиболее общим и универ-
сальным законом рассеяния публикаций является вто-
рая система непрерывных распределений, заданная тре-
мя обобщенными плотностями (4.1.), (4.3), (4.4). Имен-
но обобщенные плотности позволяют наиболее точно 
описывать статистические ранговые распределения 
журналов, вычислять накопленную долю статей в за-
данном числе журналов в ранжированном ряду, в том 
числе в характерных точках А, С, В, вычислять коорди-
наты этих точек и величину n, входящую в закон рас-
сеяния. Именно обобщенные плотности позволяют дать 
математически точную формулировку закона рассеяния 
публикаций в виде формул (6.7), (6.8), справедливых 
для всех убывающих распределений второй системы. 
Другими словами, в качестве универсального закона 
рассеяния публикаций выступает вторая система непре-
рывных распределений, а закон рассеяния в виде фор-
мул (6.7), (6.8) является лишь следствием свойств ран-
говых распределений, частным случаем универсального 
закона, отражающим соотношение между абсциссами 
характерных точек на кривых распределения. Значения 
же функции распределения в характерных точках в этих 
формулах не задействованы. Поэтому не зная теорети-
ческого распределения с его значениями параметров, 
нельзя вычислить число журналов, входящих в ядро и 
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зоны рассеяния, величину n, а также долю статей в ядре 
и зонах рассеяния, которая выражается через функцию 
распределения. 

Если же за основу принять формулировку закона рас-
сеяния С. Бредфорда, то нетрудно прийти к выводу, что 
«не существует универсальной математической модели, 
пригодной для описания распределения публикаций и 
журналов вне зависимости от их тематической принад-
лежности» [39, c. 57]. 

 Цитата приведена из Справочника библиографа 
2002г. издания. Далее авторы Справочника иллюстри-
руют сказанное известной таблицей, в которой приво-
дятся ранги журналов, публикующих статьи по химии и 
химической технологии, и процент статей от общего 
числа библиографированных. 

Но эти табличные данные очень хорошо описываются 
законом Вейбулла, который следует из обобщенной 
плотности (4.1) при k =1, u → 0, т. е. 

.)( 1 βαβαβ tettp −−=                 (6.13) 

Функция распределения F(t), обозначающая в данном 
случае суммарную долю библиографированных статей 
из t первых журналов частотного списка, задается фор-
мулой (6.11), при этом параметры закона Вейбулла при-
ближенно равны: α = 0,036; β = 0,53 [22, 32]. 

Обобщенная плотность p(t), заданная формулой (6.2), 
и ее частный случай – распределение Вейбулла (6.13) 
дают один и тот же закон рассеяния в виде формул 
(6.7), (6.8), но значения функции распределения в трех 
характерных точках в обоих случаях различны и зави-
сят от вида распределения и значений параметров. 

Таким образом, универсальная математическая мо-
дель, о которой говорится в Справочнике, существует и 
задается обобщенной плотностью p(t), а в общем слу-
чае – второй системой непрерывных распределений. 
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Более того, из этих распределений как следствие их 
свойств вытекают формулы (6.7) и (6.8), которые уточ-
няют закон рассеяния С. Бредфорда. 

Удовлетворить же требованиям закона С. Бредфорда 
в виде tЯ :  tI  :  tII  = 1 : n : n2 при условии, что число 
статей в ядре журналов и зонах рассеяния одинаково, 
действительно не может никакое теоретическое распре-
деление. 

Остается только признать в качестве универсального 
закона рассеяния публикаций вторую систему непре-
рывных распределений (по крайней мере ту ее часть, 
которая хорошо описывает ранговые распределения). 
Тогда все противоречия снимаются. 

Обобщенные распределения позволяют также вычис-
лять число журналов, содержащих заранее определен-
ную долю статей по заданному предмету. Например, в 
случае распределений группы А I-III типов с функцией 
распределения 

( ) ,11)(
1
uuttF βα−−=          (6.14)  

имеем 

( )[ ] ,)(111
1
β

α 





 −−= utF

u
t         (6.15) 

где t – ранг журнала; F(t) – накопленная относительная 
частота статей по заданному предмету в t журналах. 

В частном случае, при u → 0, из формулы (6.14) име-
ем распределение Вейбулла, из которого находим 

.
)(1

1ln1
1
β

α 







−

=
tF

t             (6.16) 

В случае распределений группы Б эта задача решает-
ся с помощью соответствующих компьютерных про-
грамм. 

Поскольку вторая система непрерывных распределе-
ний хорошо описывает статистические распределения 
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работающих по уровню заработной платы, ее можно 
также использовать для естественной и объективной 
классификации работающих с помощью характерных 
точек с целью оптимизации уровня подоходного налога, 
который может быть различным для разных зон. 

Необходимо также отметить, что вторая система не-
прерывных распределений, в частности, плотность p(t) 
хорошо описывает такие статистические распределения, 
как слов по длине (в словаре), фраз по количеству сло-
воупотреблений, словосочетаний по длине, терминов по 
длине и др., а также ранговые распределения научных 
сотрудников по продуктивности [14, 18, 20, 21, 29]. 

В заключение следует дать обоснование использова-
ния трех характерных точек для вывода математически 
точной формулировки закона рассеяния публикаций в 
смысле Бредфорда. 

Точки А, С, В являются особыми точками кривой 
распределения, заданной плотностью p(x). Между ор-
динатами трех характерных точек существует соотно-
шение 
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из которого видно, что показатель λ зависит лишь от 
одного параметра формы u, т.е. он является идентифи-
катором типа кривой распределения. В зависимости от 
значений показателя λ распределения, заданные плот-
ностью p(x), можно разделить на типы. Для I,I´ типов  
e < λ < ∞ (при 0 < u < 1/2); для II,II´ типов λ = e; для III 
типа  2 < λ < e; для IV типа λ = 2; и наконец для V типа 
1 < λ < 2. Таким образом, по ординатам трех характер-
ных точек А, С, В может быть однозначно установлен 
тип кривой распределения и найдена оценка параметра 
u из соотношения (6.17) при известном λ.  
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Анализ плотности p(x) показывает, что у распределе-
ний II-V, II´ типов существуют все три точки А, С, В.  
У распределений I типа точка перегиба В существует 
при 0 <u < 1/2, точки А, С – при 0 <u < 1. У распределе-
ний Iґ типа точка перегиба А существует при 0 < u <1/2, 
точки В, С – при 0 <u <1. 

Если кривая рангового распределения, приведенная к 
форме плотности p(x), имеет три характерные точки, то 
для такого распределения существует ядро и три (не бо-
лее!) зоны рассеяния.  

 
6.4. Универсальный закон старения публикаций 

Закон старения публикаций заключается в том, что 
число ссылок на публикации в зависимости от их года 
издания вначале резко растет, затем убывает с увеличе-
нием срока давности издания. Максимальное число 
ссылок приходится на публикации одно-двухлетней 
давности. 

Для описания этого закона предлагалось множество 
математических моделей, но задача так и не была реше-
на (по той же причине, что и в случае закона рассеяния 
публикаций, т.е. из-за отсутствия подходящего универ-
сального распределения). 

Исследования автора показали, что распределение 
числа ссылок на публикации в зависимости от года их 
издания хорошо описывается первой системой непре-
рывных распределений, в частности, обобщенной плот-
ностью p(x) [13,14,17], где x – год издания. Если за на-
чало отсчета принять текущий год (x = 0), то для пре-
дыдущего года будем иметь x = -1 и т. д. Обобщенная 
плотность распределения p(x) обладает тем свойством, 
что значения случайной величины X могут быть как по-
ложительными, так и отрицательными. 

Таким образом, наиболее общим и универсальным 
законом старения публикаций является первая система 
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непрерывных распределений. Обобщенные плотности 
позволяют наиболее точно описывать статистические 
распределения, вычислять накопленную долю ссылок 
на публикации по любому заданному интервалу време-
ни их издания, вычислять координаты трех характерных 
точек, как и в случае закона рассеяния, а также вычис-
лять другие показатели, интересующие исследователя. 

Абсциссы трех характерных точек для плотности p(x) 
задаются формулами (в случае распределений I-V ти-
пов) 

( ) ,
1

ln1
uku

kxc −+
=

αβ
               (6.18) 

,ln, nxx CBA =        (6.19) 

где величина n рассчитывается по прежней формуле 
(6.10). 

 
6.5. Ранговые распределения лексических единиц 

Для вычисления аппроксимирующей кривой распре-
деления, заданной плотностью p(t), ее целесообразно 
привести к форме распределений с плотностью (p(x), 
т.е. привести к первой системе непрерывных распреде-
лений. Между указанными плотностями существуют 
соотношения: 

;ln);()( txttpxp ==  величина t соответствует рангу r 
статистического распределения. 

Воспользуемся данными «Частотного словаря русско-
го языка» (ЧСРЯ) [41]. Он построен на выборке объе-
мом Х=1056382 словоупотребления, объем словаря 
У=39268 разных слов. Предполагая, что аппроксими-
рующее распределение задается плотностью p(t), кото-
рая относится ко второй системе непрерывных распре-
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делений, построим по «Таблице распределения частот», 
приведенной в [41, c. 895–915], график зависимости  
 ),(ln rfrpr =         (6.20) 

т. е. приведем ранговое распределение к форме плотно-
сти p(x). Здесь rrrr pmXmp ,;/= – абсолютная и относи-
тельная частоты слова с рангом r. 

Путем такого же преобразования приводится к этой 
форме теоретическое распределение (p(t): )(ln)( tfttp = . 

При построении указанного графика в целях выявле-
ния характерных особенностей статистического распре-
деления и достижения наибольшей наглядности и точ-
ности графического изображения необходимо соблю-
дать следующие правила [14]: 

– начальный участок графика (для слов с рангами  
501 ≤≤ r ) строится в соответствии с формулой 

))5.0(ln()5.0( −=− rfpr r , которая учитывает дискретность ста-
тистического распределения слов по частоте их упот-
ребления в выборке и непрерывность аппроксимирую-
щего распределения. Здесь принимается, что относи-
тельные частоты сосредоточены в серединах интерва-
лов 0-1, 1-2 и т. д.; 

– конечный участок графика (для слов с частотами 
501 ≤≤ m ) строится в соответствии с формулой  

)(ln
2

1 rf
X
mmr rr =

+ + ,       (6.21) 

где частоты двух соседних слов с рангами  r  и r + 1, как 
правило, различаются на единицу, при этом учитывает-
ся средняя их частота 2/)( 1++= rr mmm . Из формулы (6.21) 
следует, что последняя справа точка по построению 
имеет ординату 
 X

Yrpr 2
= , 

поскольку в этом случае 0,1, 1 === +rr mmYr ; 
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– средняя часть графика строится в соответствии с 
формулой (6.20); 

– для рангов 1 < r  < (10–15) строятся все точки под-
ряд; в остальных случаях точки строятся по рангам, 
возрастающим в геометрической прогрессии со знаме-
нателем 1.25–1.5; 

– полученные точки соединяются отрезками прямых. 
Для построения графика зависимости (6.20) по дан-

ным ЧСРЯ составим таблицу 6.1. Для ее составления 
достаточно выписать из «Таблицы распределения час-
тот» ранги, которые приведены в графе 5 – «накоплен-
ное число слов абсолютное» и абсолютные частоты 
(графа 2). По этим статистическим данным найдем зна-
чения rrpr,ln  (графы 3, 4 табл.). При этом будем при-
держиваться сформулированных выше правил. 

 

Таблица 6.1 

Статистические данные для построения кривой  
распределения в системе координат ( rrpr;ln ) 

 
r m lnr rm/x 
0,5 42854 -0,69315 0,020283 
1,5 36266 0,405465 0,051496 
2,5 19228 0,916291 0,045504 
3,5 17261 1,252763 0,057189 
4,5 13839 1,504077 0,058952 
5,5 13307 1,704748 0,069282 
6,5 13185 1,871802 0,081128 
7,5 13143 2,014903 0,093311 
8,5 12975 2,140066 0,104401 
9,5 10719 2,251292 0,096396 

10,5 7425 2,351375 0,073801 
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На рис. 6.1 представлена статистическая кривая рас-
пределения )(ln rfrpr =  слов по частоте их употребления в 
текстах по данным ЧСРЯ. Отличительной особенно-
стью этой кривой является ее неправильная форма, что 
свидетельствует о сложной статистической структуре 
словаря. 

Кривые распределения, построенные в этой же сис-
теме координат по другим частотным словарям, имеют 
похожую форму, причем, левая часть кривых, как пра-
вило, имеет высокие гребни несмотря на большие час-
тоты первых слов частотных словарей. Правая часть 
кривых распределения всегда более плавная. Распреде-
ления обычно имеют левостороннюю асимметрию (ле-
вая часть кривой длиннее правой). 

Анализ формы построенной кривой распределения 
позволяет сделать некоторые полезные выводы. 

Во-первых, многовершинность кривой распределения 
свидетельствует о неоднородности лексического соста-
ва частотного словаря русского языка. Так и должно 
быть, поскольку в частотном словаре представлены как 
знаменательные (полнозначные), так и служебные слова. 

Во-вторых, построенный график позволяет выделить 
неоднородную часть: последняя впадина перед законо-
мерным ростом и последующим убыванием кривой 
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имеет абсциссу lnr = 4.6–4.9, что соответствует рангам 
100–135. Таким образом, около 100 первых слов час-
тотного словаря представляют собой неоднородную 
часть. В основном это служебные слова. Всю остальную 
лексику можно считать однородной (по крайней мере в 
первом приближении). 

В-третьих, объемы выборок для разных типов текстов 
должны быть различными для того, чтобы закон рас-
пределения разных слов по частоте их употребления в 
текстах проявился в одинаковой степени. Для выполне-
ния этого условия можно, например, потребовать, что-
бы крайние справа точки имели примерно одинаковые 
значения ординат, которые рассчитываются по формуле 
(см. ниже). Чем меньше эта ордината, тем надежнее 
может быть установлен теоретический закон распреде-
ления и точнее оценены его параметры. 

Величина, определяемая указанной формулой, а так-
же ее отношение к наибольшей высоте кривой распре-
деления, уменьшается с ростом объема выборки и, сле-
довательно, характеризует ее размер. 

Найдем отношение ординаты крайней справа точки к 
наибольшей ординате кривой распределения и запишем 
неравенство 

δ≤
max)(2 rrpX

Y
, 

где δ – некоторое наперед заданное число, например, 
0.1–0.2. Отсюда найдем минимально необходимое от-
ношение объема выборки к объему словаря 

 
max)(2

1

rrpY
X

δ
≥ . 

В-четвертых, статистическую кривую распределения  
)(ln rfrpr =  можно использовать для расчета минимально 

необходимого объема выборки при построении досто-
верного словаря заданного объема. Пусть достоверная 
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частота rm  и наибольший ранг r, т.е. объем словаря, за-
даны. Тогда из равенства 

 X
mrrp r

r =         (6.22) 

находим необходимый объем выборки X 

 
r

r

rp
mrX ⋅

= . 

Произведение rrp , входящее в формулу (6.22), берется 
из графика зависимости )(ln rfrpr = . Например, при r = 
2500 (lnr = 7.8),  r = 5000 (lnr =8.5),  r = 10000 (lnr = 
9.2) из графика находим соответственно rrp = 0.123; 
0.105; 0.08. Пусть далее rm = 30. Тогда необходимый 
объем выборки будет равен: в первом случае Х = 
2500*30/0.123 = 610000; в остальных случаях соответ-
ственно 1430000; 3750000. 

Как видно из приведенных расчетов, между объемом 
достоверного словаря и необходимым для его построе-
ния объемом выборки нет линейной зависимости: объем 
выборки растет значительно быстрее объема достовер-
ного словаря. 

В случае однородной совокупности лексических еди-
ниц (слов, словосочетаний, терминов, дескрипторов) их 
ранговые распределения хорошо описываются второй и 
третьей системами непрерывных распределений [14], 
которые заданы тремя обобщенными плотностями. Для 
вычисления типа выравнивающей кривой и оценок ее 
параметров статистическое распределение необходимо 
привести к форме плотности p(t) либо p(x) и воспользо-
ваться соответствующей компьютерной программой.   

Характерные точки кривых распределения могут 
быть использованы как естественные границы различ-
ных зон лексических единиц (служебных слов, обще-
употребительной лексики, отраслевой, межотраслевой). 
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В итоге можно сделать вывод, что обобщенные рас-
пределения являются универсальными законами рас-
пределения не только теории вероятностей и математи-
ческой статистики, но и информатики, информетрии, 
наукометрии, квалиметрии, эконометрики, математиче-
ской лингвистики, экономики и других областей знания. 
При использовании обобщенных распределений исче-
зают ранее существовавшие барьеры на пути к новому 
знанию. Например, для нахождения наилучшей ап-
проксимирующей кривой не требуется выдвигать 
гипотезы о виде закона распределения. Система не-
прерывных распределений выбирается в зависимости от 
свойств случайной величины, а тип распределения и 
оценки параметров вычисляются по статистическому 
распределению.  

 
6.6. Методы вычисления границ ядра и зон рассея-

ния публикаций 
 В научных исследованиях широко используются ста-

тистические ранговые распределения различных объек-
тов. Это журналы, разные наименования книг, пред-
ставленные в списке по убыванию частоты обращения к 
ним; лексические единицы частотного словаря; ключе-
вые слова, упорядоченные по убыванию частоты их ис-
пользования при индексировании документов, и многие 
другие объекты исследования. Порядковый номер жур-
нала, книги, слова в этом списке называется рангом. На 
базе статистических ранговых распределений можно 
решать множество практических задач, в том числе вы-
числять границы ядра и зон рассеяния публикаций.  
К сожалению, анализ научных работ с использованием 
ранговых распределений показывает, что некоторые ав-
торы не могут вычислить теоретический закон и, следо-
вательно, границ ядра и зон рассеяния. Это можно осу-
ществить лишь при использовании теории обобщенных 
распределений. 
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В 1948 г. С. Бредфорд окончательно сформулировал 
свой закон рассеяния журнальных публикаций, который 
заключается в следующем (см. формулировку  в п. 6.3). 

Однако из этой формулировки неясно, как по стати-
стическому ранговому распределению вычислить гра-
ницы ядра и зон рассеяния, поскольку нет никаких 
формул для их вычисления. Неизвестно также, какое 
теоретическое ранговое распределение принято за осно-
ву закона рассеяния, какие точки на графике рангового 
распределения приняты в качестве таких границ, сколь-
ко может быть зон рассеяния, как вычисляется величина 
n. В формулировке С. Бредфорда лишь указывается, что 
можно выделить ядро журналов и несколько зон, при 
этом предполагается, что число статей в каждой зоне 
такое же, как и в ядре. Однако это предположение не 
согласуется с фактическими данными и не обосновыва-
ется теоретически. 

 
Метод подбора 

 Приняв формулировку С. Бредфорда за основу, ис-
следователи вынуждены по своему усмотрению уста-
навливать объем ядра журналов, а количество зон рас-
сеяния и их размер получаются на основании фактиче-
ских данных из условия, что каждая зона содержит 
столько же статей, что и ядро. При таком подходе коли-
чество зон рассеяния для одного и того же статистиче-
ского рангового распределения у разных исследовате-
лей может сильно колебаться. 

Главное в законе С. Бредфорда из того, что не подле-
жит сомнению – это расположение журналов по убыва-
нию числа опубликованных в них статей по заданному 
предмету, т.е. ранжирование журналов. Ранговые рас-
пределения с наибольшей полнотой отражают суть рас-
сеяния публикаций. Но многие исследователи обходят 
этот главный вопрос стороной. Вместо изучения 
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свойств статистических ранговых распределений и на-
хождения теоретического закона распределения с таки-
ми же свойствами они пытаются выделить ядро и зоны 
рассеяния, используя только словесную формулировку 
С. Бредфорда 1948 года! 

К сожалению, в литературных источниках не приво-
дятся статистические ранговые распределения разных 
наименований книг, упорядоченных по убыванию час-
тоты их выдач, недостаточно активно проводится рабо-
та по составлению частотных списков журналов, упоря-
доченных по различным признакам. Но для изучения 
свойств ранговых распределений можно обратиться к 
математической лингвистике. В этой области знания 
накоплено большое количество частотных словарей, в 
которых лексические единицы расположены в порядке 
убывания (точнее, невозрастания) частоты их употреб-
ления в текстах. Выработана удобная для анализа таб-
лица частот слов, в которой приводятся необходимые 
сведения о частотном словаре: ранг или интервал ран-
гов слов, их абсолютная частота, количество слов с 
данной частотой, накопленная абсолютная частота, от-
носительная частота, накопленная относительная часто-
та слов. Такая таблица приводится, как правило, в конце 
частотного словаря. Она позволяет представить в ком-
пактной форме частотную структуру словаря любого 
объема.  

Для аппроксимации статистических распределений, в 
том числе ранговых созданы универсальные математи-
ческие модели – обобщенные распределения, разрабо-
таны методы вычисления законов распределения по 
статистическим данным и оценок их параметров [15, 
21]. Предложена новая форма представления ранговых 
распределений, а на ее основе – критерии однородности 
и достаточности объема выборки. Имеются компьютер-
ные программы для построения частотных словарей, в 
том числе свободно распространяемые.  
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Это значит, что многие задачи по обработке стати-
стических ранговых распределений в лингвистике, ин-
форматике, библиотечном деле давно решены. Но, к 
сожалению, накопленные в этих областях знания ре-
зультаты научных исследований практически не ис-
пользуются. Причина заключается в том, что для их ис-
пользования исследователю необходимо затратить не-
малый труд и время на изучение и практическое приме-
нение этих результатов в своей научной работе. Значи-
тельно проще традиционно выдвигать гипотезы и про-
верять их по различным критериям согласия, но таким 
путем нельзя получить новое знание.     

Упомянутый выше метод подбора размеров ядра и 
зон рассеяния – это тот же метод выдвижения гипотез 
(фактически метод угадывания), но без проверки ре-
зультатов по критериям согласия. Такой метод в науч-
ных исследованиях неприемлем. 

 Итак, задано ранговое распределение тех же журна-
лов. Если найти теоретическое распределение, которое 
достаточно точно описывает статистическое ранговое 
распределение, то оно позволит дать математически 
точную формулировку закона рассеяния в смысле 
С. Бредфорда, т. е. этот закон должен следовать из ран-
гового распределения как частный случай. Наиболее же 
общим, универсальным законом рассеяния может быть 
только теоретическое ранговое распределение, посколь-
ку закон распределения является наиболее полной ха-
рактеристикой любой случайной величины. 

Как правило, все авторы при определении границ яд-
ра и зон рассеяния пытаются обрабатывать статистиче-
ские ранговые распределения без предварительного ре-
шения общей задачи – нахождения закона распределе-
ния. Но в этом случае им приходится для аппроксима-
ции каждого статистического распределения подбирать 
различные формулы [11] вместо использования одного 
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теоретического закона, но с разными значениями пара-
метров. Кроме того, для подбора теоретической кривой 
используется неудачная форма представления статисти-
ческих ранговых распределений в системе координат 
«логарифм ранга – логарифм частоты», которая несет 
слишком мало информации о ранговом распределении и 
более того, не имеет вероятностного смысла.  

Таким образом, проблема рассеяния публикаций со-
стоит в решении общей задачи – нахождении такой 
универсальной формулы или системы формул, которые 
способны с высокой точностью аппроксимировать все 
многообразие статистических ранговых распределений. 
Поскольку «…рассеяние научной информации является 
краеугольным камнем всей научно-информационной 
деятельности, а изучение этого свойства научной ин-
формации – важнейшей проблемой информатики» [9, 
с. 93], то эту проблему необходимо разрешать весьма 
серьезными средствами. Такими средствами являются 
обобщенные распределения автора [14, 15, 17–21]. 

Рассмотрим первую и вторую системы непрерывных 
распределений, каждая из которых задана тремя обоб-
щенными плотностями. Запишем первые плотности 
этих систем: 

( ) 11

1)(
−

−= uxxk euNexp ββ α ,      (6.23) 

( ) 11
1-k 1Ntp(t)

−
−= uut ββ α .      (6.24) 

Здесь α, β, k, u – параметры распределения. Они вы-
числяются по статистическому распределению. N – 
нормирующий множитель, который выражается через 
параметры распределения при условии, что площадь 
под кривыми  распределения равна единице. 

Первая плотность обладает тем замечательным свой-
ством, что при значениях параметра формы u ≤ 1/2 она 
имеет моду Сx , т. е. такое значение случайной величи-
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ны X, при котором плотность p(x) максимальна, и две 
точки перегиба – Ax , Bx , расположенные на равных рас-
стояниях по обе стороны от моды. Это такие точки на 
графике плотности распределения, которые отделяют 
выпуклую часть кривой от вогнутой или вогнутую 
часть от выпуклой. При 1/2<u<1 имеются лишь две ха-
рактерные точки – Ax  и Сx  (для распределений с лево-
сторонней асимметрией). При u ≥ 1 характерных точек 
не существует. Распределение (6.23) может быть задано 
на всей числовой оси, т. е. – ∞ <x <∞. 

Распределение (6.24) задано на положительной полу-
оси t> 0. График плотности p(t) может принимать раз-
личные формы. При определенных значениях парамет-
ров формы k, β, u график плотности p(t) может иметь 
вид убывающей кривой распределения, а это значит, 
что плотность p(t) описывает не только одновершинные 
статистические распределения, но и ранговые (убы-
вающие). 

Для вычисления закона распределения случайной ве-
личины по статистическому распределению, в том чис-
ле ранговому, автором разработаны два метода – уни-
версальный метод моментов и общий устойчивый метод 
[21]. С целью упрощения расчетов и извлечения новой 
информации из рангового распределения оно приводит-
ся к форме одновершинного распределения [14, 18]. Это 
достигается путем приведения второй плотности к фор-
ме первой. Для этого умножим левую и правую части 
плотности p(t) на t, а величину βt представим в виде te lnβ . 
Тогда эта плотность примет вид  

( ) 11
lnln 1)(

−
−= uttk ueNettp ββ α .     (6.25) 

Сравнивая (6.23) и (6.25), можем записать: 
tp(t) = p(x), lnt = x.       (6.26) 
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Таким образом, ранговое распределение (p(t), приве-
денное к форме tp(t) = f(lnt), представляет собой рас-
пределение (p(x) и обладает всеми его свойствами: оно 
имеет моду Clnt  и две точки перегиба  Atln  и Btln . В этом 
заключается новая информация о ранговом распределе-
нии. Примем абсциссы точек A, C, B обобщенных рас-
пределений в качестве границ ядра и зон рассеяния раз-
личных объектов.  

Поскольку точки Atln  и Btln  расположены на равных 
расстояниях от моды Сtln , то можем записать равенство 

CBA ttt lnlnlnlntC −=− , откуда имеем )/ln()/ln(tC CBA ttt = ,  или 

n
t
t

t
t

C

B

A

C ==
.          (6.27) 

Формула (6.27) может служить уточненной формули-
ровкой закона рассеяния публикаций в смысле С. Бред-
форда, хотя она представляет собой новую формули-
ровку закона рассеяния публикаций. 

Из (6.27) можно записать еще две формулы: 
)::1(::t 2

A nnttt ABC = ,        (6.28) 

[ ])1(:)1(:1:: −−= nnntttt AIIIA .       (6.29) 

Здесь BCA ttt ,,  – количество журналов от начала частот-
ного списка до точек A, C, B; IIt,t I – количество журналов 
в первой и второй зонах рассеяния. При этом AC tt −=It ,  

CBII ttt −= . С учетом этих равенств получена формула 
(6.29) из формулы (6.28). 

Все три формулировки, заданные формулами (6.27) – 
(6.29), отличаются от формулировки С. Бредфорда и 
уточняют ее. Однако приведенные формулы (как и за-
кон Бредфорда) не являются законом рассеяния, так как 
не дают полной информации о нем. Они устанавливают 
лишь общие соотношения между абсциссами трех ха-
рактерных точек – моды и точек перегиба. Но для вы-
числения координат этих точек требуется знание теоре-
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тического рангового закона распределения. Только при 
известных оценках параметров этого распределения 
можно получить нужную информацию – вычислить 
границы ядра журналов и зон рассеяния, долю статей в 
ядре и зонах рассеяния, а также долю статей для любого 
числа журналов от начала частотного списка. Она вы-
ражается через функцию распределения. В формулах же 
(6.27) – (6.29) функция распределения не задействована. 

Таким образом, наиболее полную информацию дает 
закон рангового распределения. Это значит, что обоб-
щенная плотность (p(t), а точнее, вторая система непре-
рывных распределений, заданная тремя обобщенными 
плотностями, является универсальным законом рассея-
ния публикаций. Здесь уместно отметить, что первая 
система непрерывных распределений, включающая 
плотность (p(x), является универсальным законом ста-
рения публикаций [20]. 

Некоторые исследователи утверждают, что закон 
С. Бредфорда – это другая форма представления закона 
Дж. Ципфа – rk /pr = . Эта формула была предложена им 
для описания ранговых распределений слов частотного 
словаря. Здесь rp – относительная частота слова с рангом 
r, k – параметр.  Для закона Дж. Ципфа произведение 
относительной частоты слова на ранг равно постоянной 
величине k, что на графике в системе координат 

)(ln rfrpr =  изображается горизонтальной прямой, на кото-
рой нет никаких характерных точек. Это убедительно 
свидетельствует о том, что законом Дж. Ципфа нельзя 
аппроксимировать статистические ранговые распреде-
ления, поскольку в данной системе координат в случае 
однородной выборки они имеют вид одновершинной 
кривой с двумя точками перегиба. Такие кривые с вы-
сокой точностью описываются второй системой непре-
рывных распределений. Здесь следует отметить, что за-
кон Дж. Ципфа, а  в более общей формулировке, с дву-
мя дополнительными параметрами – закон Эсту-Ципфа-
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Мандельброта – является частным случаем обобщенно-
го распределения (p(t) при u=1, β < 0. Но при этом усло-
вии кривая распределения  )(ln rfrpr =  не имеет характер-
ных точек. Поэтому никоим образом нельзя из них по-
лучить закон рассеяния, нельзя их использовать для ап-
проксимации статистических ранговых распределений, 
тем более в серьезных научных исследованиях. Наи-
лучшее теоретическое распределение для аппроксима-
ции статистического рангового распределения должно 
быть вычислено по второй системе непрерывных рас-
пределений [17]. 

Рассмотрим далее закон рассеяния С.Бредфорда (при 
r=t, AЯ tt = ) 

)n:n:(1:t: 2
I ЯIIЯ ttt = .      (6.30)  

Сравнивая эту формулу с формулами (6.28) и (6.29), 
видим, что закон рассеяния С.Бредфорда является не-
правильной комбинацией двух правильных формул: ле-
вая часть соответствует формуле (6.29), а правая – фор-
муле (6.28). 

Формулу (6.29) можно представить в другом виде – с 
учетом трех характерных точек, о которых С.Бредфорд 
в своей формулировке закона рассеяния не упоминал. 
Из (6.29) имеем 

)n:n:(1)(:)t(:t 2
CЯ ЯCBЯ tttt =−− . 

Вынесем в левой части этого равенства величину Яt  за 
скобки 

)n:n:(1]/)(:/t)t(:[1t 2
ЯCЯ ЯЯCBЯ ttttt =−− . 

Теперь можем записать два равенства: n/t)t( ЯC =− Яt ,  
2n/)( =− ЯCB ttt , откуда находим, что отношение 1n:tC +=Яt , 

а отношение nntt ЯB −+=++= 22 1)n(1n: . В результате имеем 
формулу 

)]1(:)1(:1[::t 2
Я +++= nnnttt ЯBC .        (6.31) 
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В нашей точной формуле (6.28) первое отношение 
равно n, второе 2n . Поскольку эти отношения в формуле 
(6.29) не соблюдаются, то по закону С. Бредфорда точки 
перегиба на кривой рангового распределения )(ln)(t tftp =  
должны располагаться на разных расстояниях от моды 

Clnt , а это противоречит свойствам статистических и 
теоретических ранговых распределений. Другое проти-
воречие закона С. Бредфорда состоит в утверждении, 
что каждая зона рассеяния содержит такое же число 
статей, как и в ядре. Естественно, что этим двум требо-
ваниям не может удовлетворить ни одно теоретическое 
распределение. Поэтому все попытки усовершенство-
вать закон рассеяния С. Бредфорда при сохранении 
присущих ему противоречий оказались неудачными. И 
это закономерно, потому что предпринимались попытки 
решить частную задачу без предварительного решения 
общей задачи – нахождения такого теоретического ран-
гового распределения, которое позволило бы с высокой 
точностью аппроксимировать широкое разнообразие 
статистических ранговых распределений.  

Оценим погрешность формулы (6.29). Пусть величи-
на n=5. Вычислим отношения  Яt:tC  и  Яt:tB . В первом 
случае оно равно n+1=6 , а во втором 3112 =++ nn . По точ-
ной формуле (6.28) имеем соответственно 5 и 25. По-
грешность вычисления абсциссы точки С составила 
20%, а точки В – 24%. Размер ядра в обоих случаях 
принят одинаковым, так как по закону С.Бредфорда его 
вычислить нельзя. Следует отметить, что с ростом ве-
личины n эта погрешность уменьшается. 

Из полученных результатов следует, что закон рас-
сеяния С.Бредфорда, представленный в виде формул 
(6.28) и (6.29), относительно близок к точным формулам 
(6.26) и (6.27), хотя при его формулировке им не были 
использованы теоретические ранговые распределения. 
Утверждение же С. Бредфорда о том, что число статей в 
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ядре и зонах рассеяния одинаково, не соответствует 
действительности и приводит в заблуждение некоторых 
исследователей. 

Однако огромная заслуга С. Бредфорда заключается в 
том, что он первым обратил внимание на явление рас-
сеяния публикаций и побудил многих исследователей к 
углубленному изучению этого явления. 

Вопрос этот оказался очень сложным. Универсаль-
ный закон рассеяния был найден автором лишь после 
разработки теории обобщенных распределений. Выше 
отмечалось, что таким законом является вторая система 
непрерывных распределений. Из обобщенной плотно-
сти) p(t) выводятся формулы для вычисления границ 
ядра и зон рассеяния. 

Мода Ct  находится из условия 0tdtp(t)/dln =  и в общем 
случае для распределений I-V типов равна [19] 

( ) .1

1 β

α 







−+
= uku

ktC
      (6.32) 

Величина n задается формулой 

( ) ( )[ ]( )
( ) .
12

11141
1

1 β













−+
−−+−+−

+=
uukk

uuuukku
n



     (6.33) 

Абсциссы точек перегиба вычисляются по формулам: 

  nttnt CBC ⋅== ;/t A .        (6.34) 

Доли статей в каждой зоне и для любого другого ин-
тервала рангов вычисляются с помощью функции рас-
пределения или по статистическому ранговому распре-
делению. 

Из формул (6.11), (6.12) следует, что при заданных 
значениях параметров  формы k, u с уменьшением па-
раметра β величина CBA ttt //tn C ==  растет. Это значит, что 
кривая распределения )(ln)(t tftp =  становится более широ-
кой и пологой. 
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Методы вычисления аппроксимирующих четырехпа-
раметрических распределений изложены в ряде работ 
[24, 25], но эти методы рассчитаны на подготовленного 
исследователя. 

Для нахождения границ ядра и зон рассеяния по ста-
тистическому ранговому распределению без предвари-
тельного вычисления теоретического закона можно 
предложить простой графический метод [25], который 
следует из анализа свойств обобщенных распределений 
(6.1) и (6.2). Суть этого метода покажем на примере. 

Рассмотрим для примера закон Вейбулла, функция и 
плотность распределения которого заданы формулами 

βα te−= -1F(t) ,         (6.35) 
βαβαβ te−= 1-tp(t) .       (6.36) 

При значениях параметра β ≤ 1 плотность (6.36) мо-
жет с высокой точностью описывать некоторые стати-
стические ранговые распределения. 

Чтобы получить из рангового распределения полез-
ную информацию, преобразуем плотность (6.36) к фор-
ме tp(t) = f(lnt) [25]: 

 
tett eee

lnlnttp(t)
ββ αβαβ αβαβ −− == .      (6.37) 

С учетом равенств tp(t) = p(x); lnt = x плотность (6.37) 
примет вид  

xee
βαββα −= xep(x) .         (6.38) 

Полученная формула представляет собой частный 
случай плотности (6.25) при u→0, k=1. Плотность (6.38) 
дает новую информацию о ранговом распределении. 
График этой плотности, т.е. кривая распределения со-
держит три характерные точки – моду С и две точки пе-
региба А и В, расположенные на равных расстояниях по 
обе стороны от моды. Найдем абсциссы этих точек. 
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Продифференцируем плотность (6.38) по x и приравня-
ем первую производную нулю. Из полученного уравне-
ния найдем выражение для моды 

αβ
1ln1xC =

.         (6.39) 

В точках перегиба вторая производная равна нулю. 
Из этого условия для плотности (6.38) найдем 

β
nxC

lnx A −=
,  β

nxC
lnx B +=

, 

где  

β
1

2
53






 +=n

.         (6.40) 

С учетом (6.40) последние две формулы примут более 
простой вид 

nxC lnx A −= ;        (6.41) 

nxC lnx B += .        (6.42) 

Переходя к распределению Вейбулла, из формул 
(6.19), (6.20) с учетом равенства x=lnt найдем 

nttt CBA lnlnlnlnlntC =−=− , 

откуда ntttt CBAC ln)/ln()/ln( == , или 

.n
t
t

t
t

C

B

A

C ==
        (6.43) 

Здесь  

ntt
n
tt CB
C

A ⋅==





= ;;1t

1

C

β

α
.      (6.44) 

Формула (6.44), полученная на базе закона Вейбулла, 
совпадает с аналогичной формулой (6.5), полученной на 
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базе четырехпараметрического распределения (6.24). 
Она остается также справедливой для любого частного 
случая распределения (6.24) при значениях параметра 
формы u ≤ 1/2. Закон Вейбулла является частным слу-
чаем распределения (6.24) при u→0, k=1. Во многих 
случаях он с высокой точностью описывает статистиче-
ские ранговые распределения. Но универсальным зако-
ном остается обобщенная плотность (6.24), которая по-
зволяет вычислять и координаты характерных точек, и 
функцию распределения [17, 20] практически для любо-
го статистического рангового распределения. В некото-
рых случаях статистические ранговые распределения с 
высокой точностью описываются дополнительными плот-
ностями второй системы непрерывных распределений. 

Предположим для определенности, что ранговое рас-
пределение задано законом Вейбулла с параметрами 
α=0,1; β=0,5. Приведем его к плотности p(x), которая 
представлена формулой (6.23). Тогда для этой плотно-
сти по формулам (6.17)–(6.20) найдем: n=6,8541; 

;6052,4xC = 6804,2x A = ; 53,6=Bx . 
Рассчитаем по формуле (6.38) значения плотности 

p(x) с интервалом ∆x=0,5 и сведем результаты в таблицу 
6.1.  

Построим график плотности p(x), т. е. кривую рас-
пределения (рис. 6.1a). 

На кривой распределения абсциссу точки C легко 
найти графически путем проведения горизонтальной 
касательной к кривой (см. рис. 6.1a). 
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Таблица 6.2 
Значения плотности и тангенса угла наклона  

касательной к кривой в серединах интервалов 
 

х p(x) dp(x)/dx х p(x) dp(x)/dx 

-2 0,01773 0,008539 4 0,176464 0,023037 

-1,5 0,022529 0,010732 4,5 0,18369 0,004705 

-1 0,028542 0,013405 5 0,180147 -0,01966 

-0,5 0,036022 0,016609 5,5 0,163655 -0,04617 

0 0,045242 0,020359 6 0,134756 -0,06795 

0,5 0,056465 0,024607 6,5 0,097806 -0,07722 

1 0,069906 0,02919 7 0,060369 -0,06977 

1,5 0,085655 0,033761 7,5 0,030263 -0,04921 

2 0,103565 0,037706 8 0,011614 -0,0259 

2,5 0,123099 0,040067 8,5 0,003163 -0,00951 

3 0,143144 0,039496 9 0,000554 -0,00222 

3,5 0,161833 0,034352 9,5 5,52E-05 -0,00029 

 

Для нахождения абсцисс точек перегиба воспользу-
емся тем свойством кривой распределения, что в точках 
A и B первая производная принимает экстремальные 
значения: в точке A она имеет максимум, а в точке B – 
минимум. Вычислим тангенс угла наклона отрезков 
кривой к горизонтальной оси на всех интервалах как 
отношение разности между значениями плотности p(x) 
на границах интервала к ширине интервала ∆x. Другими 
словами, найдем приближенные значения первой про-
изводной в серединах интервалов (в таблице приведены 
расчетные значения производной dp(x)/dx) и построим 
график (см. рис. 6.1b).  

Первая производная dp(x)/dx имеет максимум в точке 
Ax  и минимум в точке Bx . Эти точки легко определить 
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путем проведения горизонтальных касательных к кри-
вой на рис.6.1b.  

Из построенного графика можно приближенно найти 
абсциссы трех характерных точек: ;7,2xA =  ;6,4xC =  5,6=Bx . 

Переходя к ранговому распределению, находим: 
15)exp(xt AA ≈= ;  99)exp( ≈= CC xt ; 665)exp( ≈= BB xt . Точные 

значения для распределения  Вейбулла равны: ;59,14tA =  
;100=Ct  .685=Bt    

      

 
Рис. 6.1. Графики плотности распределения (6.1a) 

и ее первой производной (6.1b) 
 
Таким простым методом приближенно могут быть 

найдены абсциссы трех характерных точек любого ста-
тистического рангового распределения без предвари-
тельного вычисления теоретического закона распреде-
ления, но с использованием его свойств. 

Значения функции распределения F(t) при любом за-
данном значении ранга t, в том числе в трех характер-
ных точках могут быть вычислены по статистическому 
ранговому распределению. 
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Используя графический метод, разные исследователи 
получат близкие результаты по определению границ 
ядра и зон рассеяния для одного и того же статистиче-
ского рангового распределения. 

Здесь необходимо отметить, что представленная на 
рис. 6.1a теоретическая кривая распределения плавно 
возрастает до максимального значения и затем плавно 
убывает. Поэтому вычисление тангенса угла наклона 
отрезков кривой на всех интервалах не вызывает за-
труднений. Аналогичная статистическая кривая распре-
деления tp(t) = f(lnt) имеет многочисленные всплески и 
впадины, что затрудняет построение рис. 6.1b. Поэтому 
предварительно ее необходимо сгладить, например, с 
помощью лекала. 

Отметим, что на рис. 6.1а горизонтальная касательная 
к кривой распределения tp(t) = f(lnt) в точке С представ-
ляет собой закон Дж. Ципфа. Отсюда следует, что этим 
законом невозможно описать никакое ранговое распре-
деление.  

 
Метод наименьших квадратов. 

В некоторых случаях статистическое ранговое рас-
пределение может с высокой точностью описываться 
законом Вейбулла, функция распределения и плотность 
вероятностей которого заданы формулами (6.35) и 
(6.36). Этот закон впервые использовал Г. Г. Белоногов 
для описания рангового распределения слов частотного 
словаря [1]. Поскольку этот закон весьма простой, его 
целесообразно проверять в первую очередь при отыска-
нии подходящего рангового распределения. Для такой 
проверки функцию распределения необходимо преобра-
зовать к линейному виду 

lntln  F(t)))-lnln(1/(1 βα += .      (6.45) 
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Введем обозначения:   
lntX  , F(t)))-lnln(1/(1Y == .       (6.46) 

Тогда последнее уравнение запишется в виде  
Y=lnα + β X.        (6.45´) 

Для проверки применимости закона Вейбулла необ-
ходимо по статистической функции распределения вы-
числить значения X, Y по формулам (6.46) и построить 
график зависимости Y=f(X). Если эмпирические точки 
расположатся вдоль прямой (6.45ґ), то далее по методу 
наименьших квадратов следует вычислить оценки па-
раметров α и β этой прямой: 

( )22

XY

XX

YX

−

−
=β

,  ( )Xβα −= Yexp .     (6.47) 

Для оценки тесноты линейной связи между перемен-
ными Y, X вычисляется выборочный коэффициент кор-
реляции 

yx

YXXY
σσ
−

=y/xR
,        (6.48) 

где средние квадратические отклонения yσσ ,x равны:  

,)( 22
x XX −=σ

22 )(YYy −=σ . 

При этом 

∑
=

=
N

i
iXN 1

1X
,  

∑
=

=
N

i
iYNY

1

1
,   

∑
=

=
N

i
iX

N 1

22 1X
,  

∑
=

=
N

i
iY

N 1

22 1Y
, 

где N – количество значений случайных величин X, Y. 
Абсциссы точек A, C, B для закона Вейбулла вычис-

ляются по формулам (6.18), (6.22). Значения функции 
распределения в этих точках при любых значениях па-
раметров α и β соответственно равны: 

.92705,0)(;63212,0)(;31748,0)F(t A === BC tFtF   (6.49)     
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Отметим, что статистические данные расположатся 
вдоль прямой лишь в случае однородной выборки, для 
которой справедлив закон Вейбулла. Однако если по-
пытаться описать этим законом ранговое распределение 
слов частотного словаря, то окажется, что первые  
50–100 наиболее частых слов не подчиняются закону 
Вейбулла. Это в основном служебные слова. Они со-
ставляют неоднородную часть выборки. Поэтому для 
более точного описания таких ранговых распределений 
можно предварительно удалить первые 50–100 слов с 
последующим пересчетом рангов и относительных час-
тот слов, получив таким образом однородную выборку. 
Если же имеется необходимость аппроксимировать ран-
говое распределение всех слов частотного словаря, 
включая служебные, то следует ввести дополнительный 
параметр в теоретическое распределение. Исследования 
автора в свое время привели к выводу, что закон Вей-
булла с учетом третьего параметра (обозначим его δ) 
можно представить в следующем виде [13] 

 
]1)[(t-e-1F(t)

te δβα −−+= ,      (6.50) 

 
])1[(

1- ]1)(t[p(t) tet

t

e

e
δβα

δβ δβα
−−+

−++
=

.      (6.51) 

Параметры α, β могут быть вычислены по методу 
наименьших квадратов по формулам (7.46)–(7.47) для 
рангов слов частотного словаря от 50–100 до рангов 
слов с частотой 2–3. Далее при известных оценках этих 
параметров вычисляется дополнительный параметр δ по 
формуле, которая следует из функции распределения 
(6.50):  

 













−
−+−= )(1

1ln1)1(lnt
1

tFt
α

δ β

.     (6.52) 
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Его можно вычислить один раз при заданной относи-
тельной частоте самого частого слова, которая равна 
функции распределения F(t=1). 

Двухпараметрическим законом Вейбулла хорошо 
описываются некоторые ранговые распределения жур-
налов, терминов, ключевых слов, образующих статисти-
чески однородные выборки, а трехпараметрическим – 
некоторые неоднородные выборки. 

Рассмотрим для примера ранговое распределение 
слов «Частотного словаря современного русского язы-
ка» [8]. Он построен на выборке огромного размера – 
135 млн. словоупотреблений. Количество разных лек-
сем (в источнике – лемм) составило 739930 единиц. Из 
них количество лемм с частотой 2 и более раза состави-
ло 360755, с частотой 3 и более раза – 268106. В указан-
ном источнике приводится частотный список первых 
20000 лемм, что позволяет вычислить накопленные от-
носительные частоты, т.е. функцию распределения для 
всех рангов от 1 до 20000. При известном количестве 
лемм с частотами употребления 1 и 2 раза (соответст-
венно 379175 = 739930 – 360755 и 92649 = 360755 – 
268106) можно дополнительно вычислить два значения 
функции распределения: 

F(360755)=1–379175/135000000=0,9971913; 
F(268106)=1–(379175+92649*2)/135000000=0,9958187. 

Здесь из суммарной доли употреблений всех лемм, 
равной единице, вычитается доля употреблений лемм с 
частотой один раз – в первом случае и один и два раза – 
во втором. 

Составим на базе Частотного словаря таблицу 2. В 
ней приведены отдельные ранги слов (R≥80) и соответ-
ствующие этим рангам значения функции распределе-
ния (см. первые два столбца). Вычислим далее по мето-
ду наименьших квадратов оценки параметров закона 
Вейбулла, а также коэффициент корреляции. Параметр 
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β оказался равным 0,309427, параметр α=0,111757. Ко-
эффициент корреляции Ry/x=0,999789. Это значит, что 
эмпирическая зависимость оказалась близкой к теоре-
тической прямой (6.45), которая представлена на рис. 6.2. 

При известных оценках параметров α, β и функции 
распределения F(t=1)=0,035802 по формуле (6.30) най-
дем значение третьего параметра, который необходим 
для более точного описания наиболее частых слов: 
δ=0,091. Вычислим далее значения функции распреде-
ления по трехпараметрическому закону Вейбулла (см. 
табл. 6.3) и построим в полулогарифмическом масштабе 
график функции распределения (см. рис. 6.3) с учетом 
служебных слов. Отдельными точками показана эмпи-
рическая функция распределения, сплошной линией – 
теоретическая. 

 
Таблица 6.3 

Расчет параметров закона Вейбулла  
по статистическому распределению 

 

R Fr LnR 
Ln(Ln(1/(1-

Fr)))      

Ранги                         
слов 

Функция 
распреде-

ления. 
X Yэмп. XY X^2 Y^2 Yрасч. Fрасч. 

80 0,354324 4,382027 -0,82678 -3,62295 19,20216 0,683558 -0,83551 0,351864 

100 0,374545 4,60517 -0,75656 -3,48411 21,20759 0,57239 -0,76646 0,371648 

150 0,411675 5,010635 -0,63398 -3,17665 25,10647 0,401932 -0,641 0,409488 

250 0,458992 5,521461 -0,48724 -2,69026 30,48653 0,2374 -0,48294 0,460423 

400 0,506106 5,991465 -0,34894 -2,09067 35,89765 0,12176 -0,3375 0,510098 

666 0,561671 6,50129 -0,19263 -1,25236 42,26677 0,037107 -0,17975 0,566333 

1097 0,620558 7,000334 -0,03144 -0,22006 49,00468 0,000988 -0,02533 0,622802 

1809 0,681615 7,500529 0,134963 1,012291 56,25794 0,018215 0,129442 0,679603 

3000 0,740589 8,006368 0,299617 2,398842 64,10192 0,08977 0,285962 0,735798 

4900 0,792717 8,49699 0,453411 3,852626 72,19885 0,205581 0,437774 0,787594 

8100 0,838483 8,999619 0,600563 5,404838 80,99315 0,360676 0,593301 0,836338 

13360 0,875102 9,50002 0,732492 6,958688 90,25039 0,536544 0,748139 0,879133 

20000 0,898718 9,903488 0,828485 8,204889 98,07907 0,686387 0,872983 0,90874 

268106 0,995819 12,49914 1,700595 21,25597 156,2284 2,892023 1,676148 0,995228 

360755 0,997191 12,79595 1,770694 22,65771 163,7364 3,135356 1,767992 0,997146 
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R Fr LnR 
Ln(Ln(1/(1-

Fr)))      
Summa  116,714 3,243251 55,2088 1005,018 9,979688   

Srednee  7,78096 0,216217 3,680587 67,0012 0,665313   

         

 Beta= 0,309427    Sx= 2,541215      

 Alfa= 0,111757    Sy= 0,786488      

 Ry/x= 0,999789       д= 0,091      

 

  
Рис. 6.2. Прямая Вейбулла Рис. 6.3. Функция  

распределения Вейбулла 
 

Таблица 6.4 
Эмпирическая и теоретическая 

функции распределения наиболее частых слов 
 

Ранги     
слов 

Эмпирическая 
функция  

распределения 

Уточненная теоретическая 
функция распределения 

1 0,035802 0,035798 
2 0,067176 0,061847 
3 0,085204 0,082922 
4 0,101071 0,100782 
5 0,113756 0,116317 

10 0,165571 0,172804 
20 0,217115 0,235534 
30 0,255761 0,271023 
50 0,309294 0,313454 
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Из таблицы 6.4 и графика функции распределения 
видно, что введение третьего параметра в закон Вей-
булла позволило весьма точно аппроксимировать стати-
стическое распределение первых 50–80 слов Частотного 
словаря. Ранговое распределение остальных слов хоро-
шо описывается классическим законом Вейбулла с дву-
мя параметрами. 

Вычислим абсциссы трех характерных точек по фор-
мулам (6.18) и (6.22) при известных оценках параметров 
α и β: n=22,4287; =Ct 1191; =At 53; =Bt 26704. Отметим, что 
логарифмы рангов слов в точках A, C, B равны: 3,97187; 
7,08221; 10,19256. Теоретическая функция распределе-
ния в этих точках равна: 0,31748; 0,63212; 0,92705. 

Из этих расчетов следует, что ядро Частотного слова-
ря составляют первые 53 слова. Они покрывают 31.7% 
текста. В первую зону рассеяния А–С входит  
1191–53=1138 слов, которые покрывают 31.5% текста 
(63.2–31.7=31.5). Во вторую зону С–Входит 26704–
1191=25513 слов, которые покрывают 29.5% текста 
(92.7–63.2=29.5). В третью зону рассеяния входит вся 
остальная лексика 739930–25513=714417 слов. Этот ог-
ромный словарь покрывает лишь 7.3% текста (100–
92.7=7.3). 

Рассмотрим еще один пример – ранговое распределе-
ние периодических изданий по химии и химической 
технологии [9]. Поскольку в данном случае выборка од-
нородная, то для аппроксимации статистического ран-
гового распределения может быть использован закон 
Вейбулла с двумя параметрами. Проведем необходимые 
расчеты по методу, изложенному выше. Результаты 
представлены в виде табл. 6.5 и рис. 6.4. 
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Таблица 6.5 
Рассеяние журнальных публикаций  
по химии и химической технологии 

(10850 журналов, 187911 статей) 
К-во 

журн. 
Доля 
стат. 

lnt 
lnln1/(1-

F(t)) 
    

t F(t) X Y XY X^2 Y^2 F(t)рас. Yрасч. 
18 0,15 2,890372 -1,817 -5,25181 8,3542489 3,301489 0,1536 -1,7912 

50 0,25 3,912023 -1,2459 -4,87399 15,303924 1,552267 0,24772 -1,25649 

100 0,34 4,60517 -0,8782 -4,04426 21,207592 0,771235 0,33577 -0,89371 

500 0,62 6,214608 -0,033 -0,20508 38,621354 0,001089 0,61323 -0,05138 

1000 0,75 6,907755 0,3266 2,25607 47,717083 0,106668 0,7447 0,3114 

2000 0,85 7,600902 0,6403 4,86686 57,773718 0,409984 0,85948 0,67418 

Sum  32,13083 -3,0072 -7,25221 188,97792 6,142732   

Sredn  5,355138 -0,5012 -1,2087 31,49632 1,023789   

         

Beta= 0,523374 Sx= 1,67893183 tc= 551,5708 F(tc)= 0,63212  

Alfa= 0,036738 Sy= 0,87896938 ta= 87,69708 F(ta)= 0,31748  

Ry/x= 0,999705 n= 6,28949982 tb= 3469,104 F(tb)= 0,92705  

 

 
Рис. 6.4. Прямая Вейбулла – рассеяние  

журнальных публикаций 
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Они свидетельствуют о высокой точности аппрокси-
мации законом Вейбулла статистического рангового 
распределения журналов, упорядоченных по убыванию 
опубликованных в них статей по химии и химической 
технологии. Коэффициент корреляции Ry/x=0,999705. 
Ядро образуют 88 журналов. Количество журналов до 
точки С, т. е. входящих в ядро и первую зону рассеяния, 
равно 552. В ядро и первые две зоны рассеяния, т. е. до 
точки В входит 3469 журналов, в которых содержится 
92,705% статей от их общего количества 187911. На 
третью зону рассеяния приходятся все остальные жур-
налы 10850–3469=7381, и в этих журналах содержится 
100–92,705=7,295 процентов статей. 

Однако, несмотря на высокую точность аппроксима-
ции некоторых ранговых распределений законом Вей-
булла, в исследованиях по информатике и математиче-
ской лингвистике он применяется весьма редко. Более 
часто используется закон Дж. Ципфа, который вовсе 
нельзя применять в таких исследованиях. Принимая во 
внимание то обстоятельство, что оба этих закона и 
множество других являются частными случаями обоб-
щенного распределения (6.2), для описания различного 
рода ранговых распределений следует использовать 
вторую систему непрерывных распределений. 

При обработке статистических рядов распределения 
главной задачей является вычисление теоретического 
закона распределения. Она решается довольно просто 
по методам, изложенным в теории обобщенных распре-
делений. Для аппроксимации статистических ранговых 
распределений используется вторая система непрерыв-
ных распределений. 

На основании анализа свойств обобщенных распре-
делений предлагаются математически точные формули-
ровки закона рассеяния публикаций в смысле Бредфор-
да. Но такие формулировки, как и закон С. Бредфорда, 
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не могут быть приняты в качестве полноценного закона 
рассеяния публикаций. Универсальным законом рас-
сеяния является вторая система непрерывных распреде-
лений, поскольку обобщенная четырехпараметрическая 
плотность, т.е. закон распределения наиболее полно ха-
рактеризует случайную величину. 

Для вычисления закона распределения и оценок его 
параметров по статистическому ранговому распределе-
нию используется общий устойчивый метод. При из-
вестных оценках параметров по заранее выведенным 
формулам вычисляются абсциссы трех характерных то-
чек A, C, B, которые приняты автором в качестве гра-
ниц ядра и зон рассеяния. Абсциссы точек C и B, вы-
численные по закону С. Бредфорда и универсальному 
закону, различаются на 20–25 процентов при условии, 
что величина n = 5, а размер ядра в обоих случаях оди-
наков. С ростом n эта погрешность уменьшается. 

Для использования аналитического метода необходи-
мо знать хотя бы некоторые сведения из теории обоб-
щенных распределений. Этот метод рассчитан на под-
готовленного исследователя. 

На базе свойств ранговых распределений предложен 
графический метод приближенного вычисления границ 
ядра и зон рассеяния. Он значительно проще аналити-
ческого метода, поскольку не требует вычисления зако-
на распределения. 

В случае однородных выборок многие статистические 
ранговые распределения могут быть описаны законом 
Вейбулла (6.35), (6.36). Оценки его параметров наибо-
лее просто вычисляются по методу наименьших квадра-
тов. Если при этом ранговое распределение содержит 
неоднородную часть, например, служебные слова, то по 
формуле (6.52) следует дополнительно вычислить тре-
тий параметр δ при известных значениях параметров α, 
β и относительной частоты первого слова. 
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Проведенное исследование показало высокую точ-
ность аппроксимации некоторых статистических ранго-
вых распределений законом Вейбулла. Однако для га-
рантированного вычисления наилучшего теоретическо-
го рангового распределения по статистическому ряду 
следует использовать вторую систему непрерывных 
распределений и общий устойчивый метод. 
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7. СИСТЕМЫ КРИВЫХ РОСТА.  
МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 

 
7.1. Вероятностная модель текста и ее исследо-

вание 

Одним из наиболее эффективных методов изучения 
статистических закономерностей такого сложного объ-
екта, каким является текст, написанный человеком, яв-
ляется метод построения моделей. Текст в первом при-
ближении можно рассматривать как случайную после-
довательность словоупотреблений. В этой весьма уп-
рощённой модели текста не учтены грамматические и 
семантические связи, существующие между словами. 
Однако, как показывают исследования, в реальном тек-
сте эти связи не могут оказать существенного влияния 
на характер некоторых количественных закономерно-
стей текста. 

После выявления характера этих закономерностей (на 
основе исследования упрощённой модели текста) и 
опытной проверки полученных результатов можно бу-
дет построить более точную модель, учитывающую 
грамматические и семантические связи между словами 
реального текста, и, более того, найти для них количе-
ственную меру. 

В качестве вероятностной модели текста будем рас-
сматривать один класс случайных функций, описываю-
щих статистическую зависимость между количеством 
произведенных испытаний и количеством наступивших 
при этом разных событий. 
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Пусть имеется n несовместных событий (n разных 
слов в некотором вероятностном словаре) ,,...,, 21 nAAA  со-
ставляющих полную группу, причем, вероятности их 
заданы и равны .,...,, 21 nppp  Пусть далее производятся не-
зависимые испытания, в каждом из которых может на-
ступить любое из n разных событий, например, событие 

kA  с вероятностью kp . Если произвести достаточно 
большое число испытаний, то отдельные события на-
ступят более одного раза. Условимся считать новым 
любое из n разных событий при первом его появлении 
от начала испытаний. Тогда число наступивших разных 
событий будет равно числу новых событий. 

В этой схеме испытаний нас будет интересовать ма-
тематическое ожидание (среднее значение) числа на-
ступивших разных событий [ ]YM  при осуществлении X 
испытаний, т. е. математическое ожидание случайной 
функции [ ])( XYM . 

Результаты испытаний можно представить на графи-
ке. Будем откладывать по оси абсцисс число произве-
денных испытаний X, а по оси ординат – [ ])( XYM . По-
строенные таким образом точки для наглядности можно 
соединить отрезками прямых. Получим выпуклую ло-
маную линию – графическое изображение математиче-
ского ожидания случайной функции. 

Эту ломаную можно аппроксимировать непрерывной 
плавной кривой )(xfy = , которую будем называть кри-
вой роста новых событий. 

Найдем математическое ожидание числа разных (но-
вых) событий, наступающих при X испытаниях. Оно за-
дается известной формулой В. М. Калинина [6, c. 246] 
 [ ] [ ]∑

=
−−=

n

k

X

kpXYM
1

)1(1)( .      (7.1.1) 

Математическое ожидание числа разных событий, на-
ступающих ровно m раз при X испытаниях (частотный 
спектр), определится по другой формуле В. М. Калинина 

 135 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 [ ] ∑
=

−−=
n

k

mX

k

m

k

m

Xm ppCXYM
1

)1()( .      (7.1.2) 

В последней формуле выражение под знаком суммы 
представляет собой вероятность появления k-го собы-
тия m раз при X испытаниях, т. е. биномиальный закон 
распределения. 

Важной величиной, характеризующей скорость роста 
новых событий, является вероятность появления како-
го-нибудь нового события ∑

=
=

n

1k

н

kAнA  при (X+1)-м испы-
тании (которая равна математическому ожиданию числа 
новых событий, наступающих при этом испытании) 
 ∑

=
−=+

n

k

X

k

н pAP
1

k )1(p1)X,(       (7.1.3) 

Введем еще одну величину – среднее значение веро-
ятностей новых событий, которые могут наступить при 
одном X-м испытании [33,34]. Обозначим его  xp  
 ∑

=

−−=
n

k

X

kkx ppp
1

12 )1(          (7.1.4) 

Тогда накопленная вероятность новых событий, на-
ступивших при X испытаниях, будет рана сумме сред-
них вероятностей xp  

1)X,(1)1(1)1()(
11 1

1

1
+−=−−=−== ∑∑∑∑

== =

−

=

нn

k

X

kk

X

i

n

k

i

kk

X

i
i APpppppXF .   (7.1.5) 

Если вероятности отдельных событий малы, а число 
испытаний достаточно большое, то вероятности kp  це-
лесообразно аппроксимировать непрерывной плотно-
стью )(tp , удовлетворяющей условию 
 ∫

−

=
k

k
kpdttp

1

)( , 

а формулы (7.1.1) – (7.1.5) представить в виде [14] 
 ( )∫

−−=
n txp dtey
0

)(1 ,        (7.1.6) 

 [ ]∫
−−=

n tpmxmm

xm dtetpCy
0

)()()( ,      (7.1.7) 
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 ∫ ==
nн

dx
dydtAP

0

xp(t)-p(t)ex),( ,      (7.1.8) 

 [ ]∫ −== −
n txp

dx
yddtetpxp

0
2

2
)(2)()( ,      (7.1.9) 

 
dx
dydxxpxF

n

−== ∫ 1)()(
0

.        (7.1.10) 

Формулу (7.1.7) при ∞→x  и ограниченных значениях 
m можно несколько упростить. Действительно, 

[ ] ∏
−

=






 −=

−−−
=

−
=

1

0

1
!!

)1()...1(
)!(!

! m

i

m
m
x x

i
m
x

m
mxxx

mxm
xC ,  

что при ∞→x дает !/ mxC mm

x ≈  В то же время при 
∞→x (произведение )(txp  конечно) имеем 

 
)()()/1()()( limlim txptpxmx

x

tpmx

x eee == −

∞→

−

∞→ . 

Следовательно, 

 [ ]∫
−=

n txpm

m dtetxpmy
0

)()(!
1 .       (7.1.7´) 

Как видно из формул (7.1.8) и (7.1.9), вероятность по-
явления нового события при x произведенных испыта-
ниях равна значению первой производной в точке (x; y) 
кривой роста новых событий )(xfy =  (7.1.6), а средняя 
плотность )(xp – второй производной, взятой со знаком 
«минус». 

Обозначим далее через jp  среднее значение вероятно-
стей новых событий, которые могут наступить j–ми от 
начала испытаний (j – порядковый номер нового собы-
тия), а через )( yp – среднюю плотность распределения 
вероятностей новых событий, аппроксимирующую ве-
роятности jp . Тогда 

 




−=⋅−== dx

dy
dy
d

dy
dx

dx
yd

dx
dyxpyp 2

2

)()( ,    (7.1.11) 

или с учетом (7.1.6) [14]  
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 [ ]
∫∫=
n

txp

n

txp dt
e

tpdt
e

tpyp
0

)(
0

)(

2 )()()( ;             (7.1.11´) 

 dx
dydyypyF

y

−== ∫ 1)()(
0

.             (7.1.12) 

Из формул (7.1.9) – (7.1.12) видно, что закон распре-
деления вероятностей новых событий в отличие от 
плотности )(tp  однозначно определяется кривой роста 
новых событий, что дает возможность по системе кри-
вых роста строить систему непрерывных распределе-
ний. 

Формулы (7.1.10) – (7.1.12) позволяют находить кри-
вую роста новых событий по заданной функции распре-
деления )(xF  или )( yF : 
 [ ]∫ +−= CdxxFy )(1 ;             (7.1.13) 

 ∫ +
−

= C
yF

dyx
)(1

,             (7.1.14) 

где постоянная интегрирования С находится из условия: 
y=0 при x=0. 

Если известны обе функции распределения, то кривая 
роста находится непосредственно из равенства 

)()( yFxF = . 
Отметим, что при больших x и малых m между зави-

симостями (7.1.6) и (7.1.7´) существует взаимосвязь, ус-
тановленная В. М. Калининым [6, с. 247] 

 mm

m

m

m

y
x
m

dx
yd !)1( 1+−= .               (7.1.15) 

Из (7.1.15) следует, что функция )(xfy =  бесконечно 
дифференцируема. Это позволяет строить ее разложе-
ние в ряд Тэйлора. В. М. Калинин получает таким обра-
зом формулу, позволяющую восстанавливать кривую 
роста новых событий по заданному частотному спектру 
выборки 0x  
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 ∑
≥







 −−=

1 0
0 1

m
m

m

yx
xyy ,          (7.1.16) 

где 0y – число разных событий в выборке объемом 0x ; 
my – число m-разовых событий в выборке 0x ; y – ожи-

даемое среднее число разных событий в произвольной 
выборке  )( 0xxx < . 

С другой стороны, если известна кривая роста новых 
событий )(xfy = , то по формуле 

 m

mm
m

m dx
yd

m
xy !)1( 1+−= ,       (7.1.17) 

которая следует из (7.1.15), можно рассчитать частот-
ный спектр (статистическую структуру выборки), т. е. 
число событий с частотой появления 0, 1, …, m раз. 

Если известна средняя плотность )(xp , то частотный 
спектр рассчитывается по формуле автора [14] 

 2

2 )(
!)1( −

−

−= m

mm
m

m dx
xpd

m
xy ,      (7.1.18) 

которая следует из (7.1.17), (7.1.13). При этом плотность 
)(xp  должна быть убывающей функцией, не имеющей 

точек перегиба. 
Полученные формулы позволяют по одному извест-

ному закону распределения вероятностей новых собы-
тий построить системы непрерывных распределений и 
кривых роста новых событий, а также систему дискрет-
ных распределений [21]. 

 
7.2. Построение систем кривых роста и непрерыв-

ных распределений новых событий 

Пусть все n событий, составляющих полную группу, 
имеют равные вероятности α== npk /1 . Следовательно, 
плотность p(t), аппроксимирующая вероятности kp , 
также постоянна: α=)(tp . В этом случае формула 
(7.1.11´) дает 
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 α=)( yp .           (7.2.1) 

Итак, один закон распределения вероятностей новых 
событий задан. Восстановим по этому закону кривую 
роста новых событий )(xfy =  и среднюю плотность )(xp , 
для чего используем формулы (7.1.12), (7.1.14), (7.1.9). 
Функция распределения здесь равна  )1(1)( yyyF αα −−== .  
Тогда  согласно  (7.1.14) 
имеем )1ln(1 yx αα −= , откуда 

 





 −= xe

y αα
111 .        (7.2.2) 

Далее по формуле (7.1.9) находим 
 xe

xp α

α=)( ,         (7.2.3) 

т. е. получили второй закон распределения. 
Пусть теперь средняя плотность )( yp  задается форму-

лой 
 ye

yp α

α=)( .         (7.2.3´) 

Проделав ту же последовательность операций, что и в 
первом случае, найдем 
 )1ln(1 xy αα += ,        (7.2.4) 

 2)1(
)(

x
xp

α
α
+

= .        (7.2.5) 

На следующем этапе средняя плотность )( yp  будет 
задаваться формулой 
 2)1(

)(
y

yp
α
α

+
=         (7.2.5´) 

и т. д. 
Этих результатов достаточно, чтобы сделать обобще-

ние. Оно достигается путем введения нового параметра 
u, при определенных значениях которого из общих 
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формул будут следовать рассмотренные выше частные 
случаи. Итак, обобщая (7.2.1), (7.2.3´), (7.2.5´), получаем 
 

11

)1()(
−

−= uyuyp αα .         (7.2.6) 

Далее на основании (7.2.3), (7.2.5) можем записать 
 [ ]

11
1

)1(1)(
−

−−−= uxuxp αα .        (7.2.7) 

Интегрируя плотности (7.2.6), (7.2.7), найдем функ-
ции распределения 
 uyuyF

1

)1(1)( α−−= ,         (7.2.8) 

 [ ] 1
1

)1(11)( −−−−= uxuxF α .        (7.2.9) 

Приравнивая правые части функций распределения 
новых событий, найдем формулу для кривой роста но-
вых событий: 

( ) 







−+−=








−−−= −

−
− u

u
u

u

xuuxuuy 11 )1(111))1(1(11 αααα
.           (7.2.10) 

Рассмотрим двухпараметрические плотности (7.2.6), 
(7.2.7). Будем относить распределения, а также кривые 
роста к I типу при u > 0,  ко II типу – при 0→u , к III ти-
пу – при u < 0. Следует отметить, что при переходе от 
плотности )( yp  к плотности )(xp  параметр u уменьшает-
ся на единицу. 

 
7.3. Построение обобщенных непрерывных распре-

делений 

Рассмотрим функцию распределения (7.2.8). Пусть 
случайная величина Y связана со случайной величиной 
T зависимостью βTY = . Тогда функция распределения 
случайной величины T на основании (7.2.8) будет иметь 
вид 
 ( )ututF

1

11)( βα−−= .         (7.3.1) 
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Дифференцируя ее по t, найдем трехпараметрическую 
плотность распределения случайной величины T 
 ( ) 11

1 1)(
−− −= ututtp ββ αβα .      (7.3.2) 

Структура последней формулы позволяет еще более 
расширить семейство непрерывных распределений за 
счет введения дополнительного параметра k 
 ( ) 11

1 1)(
−− −= uk tuNttp ββ α .      (7.3.3) 

Имея четырехпараметрическую плотность )(tp , на ее 
базе можно получать другие плотности как функции 
случайного аргумента. Например, при XeT =  плотность 

dx
dttpxp )()( = , или 

 ( ) 11

1)(
−

−= uxxk euNexp ββ α .      (7.3.4) 

При YT ln= плотность )( yp  задается формулой 

 ( ) 11
1 )(ln1)(ln)(

−− −= uk yuyy
Nyp ββ α .     (7.3.5) 

При wy ln=  

 [ ] .)ln(ln1
ln

)ln(ln)(
111

−
−

−= u
k

wu
ww
wNwp β

β

α     (7.3.6) 

В итоге имеем четыре системы непрерывных распре-
делений – это основные системы. Каждая из четырех 
систем отличается от других тем, что соответствующая 
случайная величина имеет свое начало отсчета: 

eWYTX >>>−∞> ;1;0; . 
Итак, метод построения обобщенных распределений 

по кривым роста новых событий привел к тем же ре-
зультатам, что и при использовании метода обобщения. 

Рассмотрим четыре основные системы кривых роста. 
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7.4. Система I кривых роста 

Эти кривые описываются формулой (7.1.6) 

 ( )∫
−−=

n tpx dtey
0

)(1 , 

где y – математическое ожидание числа разных событий 
(например, разных слов), наступающих при х испыта-
ниях (появляющихся в выборке объемом х словоупот-
реблений); p(t) – непрерывная плотность распределения, 
аппроксимирующая вероятности kp  (k=1,2,…,n) разных 
событий, составляющих полную группу. Эти события 
могут быть упорядочены по любому правилу, в том 
числе по убыванию (невозрастанию) вероятностей. В 
последнем случае зависимость между порядковым но-
мером события (т. е. его рангом r) и вероятностью rp , 
будет представлять собой ранговый закон распределе-
ния вероятностей разных событий. Таким образом, 
форма аппроксимирующей кривой распределения, за-
данной плотностью p(t), может быть различной. 

С учетом рангового распределения формула (7.1.6) 
может быть записана в виде 

 ( )∫
−

−=
n xp drey r

0

1 .        (7.4.1) 

Поскольку здесь интегрирование осуществляется по 
всем рангам, то от порядка следования вероятностей rp  
величина y не зависит. 

Недостатком этой системы кривых роста является то, 
что интеграл (7.4.1), как правило, не выражается конеч-
ным числом элементарных функций. Кроме того, необ-
ходимо знать параметры закона распределения вероят-
ностей разных событий, который может быть задан 
обобщенными плотностями p(t) или p(y). 

Достоинством же системы I кривых роста является то, 
что по известной кривой роста новых событий y=f(x) 
можно рассчитать весь частотный спектр при любом за-
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данном числе испытаний  х,  т. е.  количество  разных  
событий my  с частотой m (m=1,2,…). При этом 

∑∑
≥≥

==
11

,
m

m
m

m xmyyy . Если задана кривая роста новых событий 

y=f(x), то частотный спектр рассчитывается по формуле 
В. М. Калинина (7.1.17). Если задана плотность p(t), то 
используется формула (7.1.7) или (7.1.7´). 

При небольшом числе событий, составляющих пол-
ную группу, для вычисления математического ожида-
ния числа наступивших разных событий при x испыта-
ниях используется формула (7.1.1) 
 [ ] [ ]∑

=
−−=

n

k

X

kpXYM
1

)1(1)( . 

Рассмотрим пример. 
Из таблицы случайных чисел отбирается x цифр. Не-

обходимо установить зависимость среднего значения 
числа разных цифр y от объема выборки x. В данном 
случае можно воспользоваться формулой (7.1.1). Пусть 
x=10. Тогда при 10,1,0 == npk  эта формула дает 
 [ ] 513,6)9,01(10)( 10 =−=XYM . 

Найдем для сравнения величину y по общей формуле 
(7.1.6). В случае равномерной плотности распределения 

αα /1,)( == ntp  последняя формула принимает вид 

 





 −= xe

y αα
111 ,          (7.4.2) 

откуда при α=0,1 находим: y=6,321. 
Относительная ошибка формулы (7.4.2) составила 

3%. С ростом количества разных событий n, состав-
ляющих полную группу, она уменьшается. 
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7.5. Система II (а,б) кривых роста. Кривая роста 
простых чисел 

Эти кривые в общем виде задаются уравнением 

 )(1)(1 yFxFdx
dy −=−= ,      (7.5.1) 

где )(,)( yFxF – функции распределения вероятностей 
новых событий. 

Пусть эти функции распределения задаются форму-
лами (7.2.8), (7.2.9). Тогда система IIа кривых роста бу-
дет описываться дифференциальным уравнением 

 [ ] 1
11

)1(1)1( −−−=−= uu xuyudx
dy αα ,     (7.5.2) 

решением, которого будет уравнение (1.3.10) 

 ( ) 




 −−−= −1)1(111 u
u

xuuy αα ,      (7.5.3) 

где x – число произведенных испытаний; y – число на-
ступивших разных событий. 

Формула (7.5.3) позволяет выразить зависимость x от y: 

 




 −−
−

=
−
u

u

yuux
1

)1(1)1(
1 αα .      (7.5.4) 

При известных функциях распределения )(xF  или 
)( yF  кривые роста, относящиеся к системе IIа, в общем 

виде задаются формулами (7.2.8), (7.2.9) 
 [ ] CdxxFy +−= ∫ )(1 ,        

 ∫ +
−

= C
yF

dyx
)(1

.        

В отличие от формулы (7.1.1) формула (7.5.3) позво-
ляет в явном виде выразить частотный спектр, т. е. ко-
личество событий с частотой 0, 1, 2 … 

С другой стороны, по заданному частотному спектру 
может быть восстановлена кривая роста новых событий 
(7.5.3), найдены оценки её параметров и при необходи-
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мости рассчитан новый частотный спектр при любом 
заданном числе испытаний x. Это значит, что с помо-
щью формулы (7.5.3) можно прогнозировать кривую 
роста новых событий, а по системе дискретных распре-
делений рассчитывать новый частотный спектр, т. е. 
прогнозировать дискретное распределение. 

Для нахождения кривой роста новых событий можно 
также использовать закон их распределения, заданный 
либо функциями распределения )(xF , )( yF , либо сред-
ними плотностями )(,)( ypxp . 

Обе плотности являются невозрастающими, посколь-
ку при осуществлении испытаний новые события на-
ступают в среднем в порядке убывания их вероятно-
стей. В связи с этим приведенные здесь формулы оста-
ются справедливыми и в том случае, если новые собы-
тия наступают строго по порядку убывания их вероят-
ностей. Последнее условие выполняется на простых 
числах. 

Действительно, новые простые числа в натуральном 
ряду чисел появляются в порядке возрастания: 2,3,5,… 
Этот порядок совпадает с порядком убывания их веро-
ятностей. Так, если все натуральные числа от 1 до Х, 
где Х – достаточно большое натуральное число, пред-
ставить в виде произведений простых чисел, подсчитать 
частоту употребления каждого простого числа и ранжи-
ровать их по убыванию частоты употребления, то полу-
чим тот же порядок: 2,3,5,… 

Установленная взаимосвязь между кривой роста и за-
коном распределения вероятностей новых событий по-
зволяет решать различные задачи. Так, известно, что 
кривая роста простых чисел, т. е. количества простых чи-
сел y, меньших натурального числа x, задается интеграль-
ным логарифмом (формулой П. Л. Чебышева) [5, с. 41] 

 )0,2(,ln2

≥+== ∫ xxXX
dXy

x

.     (7.5.5) 
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Найдем закон распределения вероятностей простых 
чисел. Дифференцируя (7.5.5) по Х и принимая во вни-
мание равенство (7.5.1), получим выражение для веро-
ятности появления нового простого числа 

 )(1ln
1 XFXdx

dy −== , 

Откуда 
 XXF ln

11)( −= ,        (7.5.6) 

 2)(ln
1)()(

XXdX
XFdXp == ,      (7.5.7) 

 
XXdy

dXXpyp ln
1)()( == .      (7.5.8 

Из (7.5.6) следует, что величина X> e; X=e+x, где x – 
натуральное число. 

Установим место закона распределения простых чи-
сел в системе непрерывных распределений. Запишем 
двойное логарифмическое распределение, заданное 
обобщенной плотностью 

 [ ] 111

)ln(ln1ln
)ln(ln)(

−
−

−= u
k

wuww
wNwp β

β

α . 

Рассмотрим частный случай этого распределения при 
u→0 (II тип) 

 )(,ln
)ln(ln)( )ln(ln

1

∞<<= −
−

weeww
wNwp w

k
βα

β

,   (7.5.9) 

где нормирующий множитель N задается формулой 

 (k)ГN
kβα= . 

При значениях параметров α, β, k, равных единице, 
плотность (7.5.9) принимает вид 

)(,
)(ln

1)( 2 ∞<<= we
ww

wp . 

 147 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



Последняя плотность распределения совпадает со 
средней плотностью )(xp , заданной формулой (7.5.9). 
Следовательно, закон распределения простых чисел яв-
ляется частным случаем двойного логарифмического 
распределения (7.3.6), относится ко II типу группы А 
(поскольку u→0, k=1), характеризуется   параметрами 
α=1, β=1 и задан на интервале e <X <∞ (X=e+x). С рос-
том Х от e до ∞ плотность )( Xp  убывает от значения 1/e 
(при X=e) до нуля (при X→∞). 

Закон распределения простых чисел можно также по-
лучить как частный случай из другой обобщенной 
плотности. Запишем логарифмическое распределение 

 [ ] 11
1 )(ln1)(ln)(

−− −= uk YuYY
NYp ββ α       

и рассмотрим Iґ тип (β <0; α>0; u>0) 

 
11

1 )(ln
1

)(ln
1

)/1()(
)/1()()(

−

+ 







−+=

u

k

k

Y
u

YYuГkГ
ukГuYp ββ

ααβ .        (7.5.10) 

Здесь  ∞<< βα )(lnYu , или ∞<< Yu ln)( /1 βα . 
Если все параметры распределения (7.5.10) равны 

единице, то оно имеет вид 

 )(,
)(ln

1)( 2 ∞<<= Ye
YY

Yp , 

т. е. совпадает с распределением (7.5.7). 
Таким образом, закон распределения простых чисел 

является также частным случаем обобщенной логариф-
мической плотности p(y), относится к I´ типу группы А 
(поскольку u>0, k=1), характеризуется параметрами 
β=1; u=1; α=1 и задан на интервале e <Y <∞. 

Тот факт, что один из фундаментальных законов при-
роды – закон распределения простых чисел – входит как 
частный случай в обобщенные распределения автора, 
свидетельствует об их широких возможностях в деле 
познания законов природы. Другими словами, обоб-
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щенные распределения – это не искусственные по-
строения, а математические модели законов природы. 

Формула для кривой роста простых чисел должна 
быть записана в виде 

 ∫=
X

e X
dXy

ln
.         (7.5.11) 

Она отличается от формулы П.Л.Чебышева (7.5.5) 
лишь значением нижней границы интегрирования (чис-
ло e вместо 2). Но при X=2 кривая роста не удовлетво-
ряет условию 

 1=
dx
dy  при 0→x . 

Интегрируя (7.5.11), найдем (см. Г. Д. Двайт Таблицы 
интегралов – изд-во Наука, М, 1966, с. 120, п. 617) 

 ∑∑
∞

=

∞

= ⋅
−

⋅
+=

11 !
1

!
)(lnlnln

SS

S

SSSS
XXy ,     (7.5.12) 

где 
 ...317902,1

!
1

1
=

⋅∑
∞

=S SS
 

Расчетные (по формуле (7.5.12)) и эмпирические зна-
чения y при заданных значениях x, взятые из [5, c. 13], 
приведены в табл. 7.5.1. Формула (7.5.12) дает завы-
шенные значения y по сравнению с эмпирической кри-
вой роста простых чисел, однако с ростом x=X–e отно-
сительная ошибка убывает. 

 
Таблица7.5.1 

Эмпирическая и расчетная кривые роста простых чисел 

x yэмп. yрасч. Относительная 
ошибка в % 

2 1 1,561229 56,12 
5 3 3,221949 7,40 
100 25 28,81957 15,28 
1000 168 176,1080 4,83 
10000 1229 1244,537 1,26 
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x yэмп. yрасч. Относительная 
ошибка в % 

100000 9592 9628,149 0,38 
1000000 78498 78625,78 0,16 
10000000 664579 664916,3 0,05 
100000000 5761455 5762208 0,01 

 
7.6. Система III кривых роста 

Эти кривые задаются формулами 
 )(0 tFyy = ,           (7.6.1) 

 [ ])(10 tFyy −= ,          (7.6.2) 

где 0y  – некоторый параметр. 
Свойства кривых роста этой системы полностью оп-

ределяются свойствами функции распределения )(tF . 
Формула (7.6.1) может описывать, например, количе-

ство разных статей по определенной теме, опублико-
ванных в первых t журналах, при условии, что послед-
ние упорядочены по убыванию количества таких ста-
тей. Количество заболеваний при эпидемиях за время t 
от начала эпидемии, а также множество других кривых, 
в том числе кривых роста числа отказов за время t в 
теории надежности. 

Система III кривых роста является более широкой, 
чем система II. Поэтому рассмотрим ее более детально. 

Пусть в формуле (7.6.1) функция )(tF  представляет 
собой функцию распределения I´ типа группы А, т. е. 
задается формулой 

 )(,1)(
1

ut
t
utF

u

αα β

β >





 −= .        (7.6.3) 

Снимем ограничения, накладываемые на параметры 
распределения (3.3.3), и запишем кривую роста (7.6.1) в 
виде 

 .)1(
1

0
uutyy βα+=           (7.6.4) 
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Подставляя в ту же формулу (7.6.1) функцию распре-
деления III типа группы А, т. е. 

 
( ) utu

tF 1

1

11)(
βα+

−= , 

получим следующую кривую роста 

 ( ) 











+
−= u

tu
yy 10

1
11

βα
.         (7.6.5) 

Кривые роста (7.6.4), (7.6.5) имеют большое разнооб-
разие форм. Исследования показывают, что кривая 
(7.6.4) при одинаковых знаках параметров α, β растет 
(при α, β>0 – от 0y  до ∞, а при α, β<0 – от 0 до 0y ), а при 
разных знаках – убывает (при α>0, β<0 – от ∞ до 0y , а 
при α<0, β>0 – от 0y  до 0). Кривая роста (7.6.5) имеет 
точку перегиба при условиях 

 01,0)(
1 >

−
−>

−
−

u
u

u βββα
β .  

Параметр u в уравнении (7.6.4) может быть, как по-
ложительным, так и отрицательным. Рассмотрим слу-
чай, когда параметр u→0. При этом условии уравнение 
(7.6.4) примет вид 
 .0

βαteyy =           (7.6.6) 

При β=1 из (7.6.6) имеем показательный закон роста с 
постоянным темпом роста 

 ...!2!11
2

1

+++===
−

αααey
y

T
t

t
p                 (7.6.7) 

Рассмотрим мгновенный темп прироста [7, c. 291] 
dtyd /ln=τ . В данном случае он равен 

  1ln −== ββατ tdt
yd       (7.6.8) 

При β=1 мгновенный темп прироста равен α. При β>1 
с ростом t он растет, а при β<1 – убывает. Следователь-
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но, параметр β здесь является показателем ускорения 
или замедления темпа прироста (и темпа роста) кривой 
(7.6.6). 

Исследования показывают, что в зависимости от зна-
чений параметров α, β семейство кривых, заданных 
уравнением (7.6.6), имеет формы, представленные в 
таблице 7.6.1. 

Похожие формы имеют кривые при u>0 или u<0, ко-
торые заданы общим уравнением (7.6.4). 

В некоторых случаях, например, при нахождении 
оценок параметров уравнения (7.6.4), его целесообразно 
представить в другом виде 

 [ ]uuu tuyyy
1

00

βα+= . 

Вводя далее обозначения 
 CByuAy uu === βα ;; 00 , 

запишем окончательно 
 ( )uCtBAy

1

+= .          (7.6.9)

    Таблица 7.6.1 

Графики семейства кривых, 
заданных уравнением (7.6.4) 

N формулы 
Значения параметров 

Формы кривых 
α β 

1 

2 

3 

4 

α <0 

β<0 

0<β<1 

β=1 

β>1 

 

5 

6 

7 

8 

α >0 

β>1 

β=1 

0<β<1 

β<0 
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В частном случае, при u→0, из (7.6.4) имеем 

 
βα tyey +

= 0ln
, 

или 

 
CtBAey += ,        (7.6.10) 

где βα === CByA ;;ln 0 . 
Уравнение (7.6.10) при С=1представляет собой экс-

поненту 

 
tBAey += ,         (7.6.11) 

темп роста которой не зависит от t. Поскольку для ре-
альных кривых роста с увеличением t он изменяется, 
введем в формулу (7.6.11) новый параметр u, способный 
учитывать эти изменения 

 
utBAey
1

)( += .        (7.6.12) 

При u→0 вместо (7.6.12) будем иметь 

 
tBAeey

+

= .         (7.6.13) 

Здесь по показательному закону растет логарифм ве-
личины y, т. е. 
 

tBAey +=ln . 

Полученные выше формулы будем относить к треть-
ей системе кривых роста. Они обладают широкими воз-
можностями по выравниванию различных эмпириче-
ских кривых, в том числе динамических рядов, по-
скольку включают как частные случаи множество из-
вестных моделей роста, имеющих практическое приме-
нение. 

Однако они не описывают всего разнообразия кривых 
роста и динамических рядов, встречающихся на прак-
тике. Поэтому рассмотрим еще одно семейство кривых 
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третьей системы, частными случаями которого являют-
ся логистическая кривая и кривая Гомпертца. 

Для построения такого семейства кривых воспользу-
емся все тем же уравнением (7.6.4), в котором положим 

xet = . В результате получим 

 ( )uxeuyy
1

0 1 βα+= ,       (7.6.14) 

или 
 ( )uxeBAy

1
β+= ,        (7.6.15) 

где uu yuByA 00 , α== . 
Последнее уравнение можно также представить в виде 

 ( )uxCBAy
1

+= .        (7.6.16) 

При u→0 уравнение (7.6.14) принимает вид 
 

xeeyy
βα

0=         (7.6.17) 

или после введения других обозначений 
 

xCAyy 0= ,        (7.6.18) 

т. е. имеем кривую Гомпертца. 
График функции (7.6.14) имеет точку перегиба с ко-

ординатами 
 u

cc uyyx
1

0 )1(;)(
1ln1 −=
−

= αβ .     (7.6.19) 

Точка перегиба существует при α<0, u<1, причем, при 
β>0 кривая убывает, а при β<0 – растет. При α>0 кривая 
не имеет точки перегиба: при β>0 она растет, а при β<0 – 
убывает. 

 
7.7. Система IV (а, б, в) кривых роста 

Система IV кривых роста строится на основе обоб-
щенных распределений (7.3.3), (7.3.4), (7.3.5). Вводя 
другие обозначения переменных и освобождаясь от ог-
раничений, накладываемых на параметры кривых рас-
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пределения, можем записать следующие уравнения для 
описания различного рода кривых роста (здесь γ=kβ) 

 ( ) 11
1 1:

−− −= uxuNxyIVa βγ α ;      (7.7.1) 

 ( ) 11

1:
−

−= uxx euNeyIVб βγ α ;     (7.7.2) 

 ( ) 11
1- ln1N(lnx)lny:

−

−= uxuIVв βγ α .    (7.7.3) 

Система IV кривых роста является наиболее широкой 
системой, включающей кривые самой разнообразной 
формы. Она включает также некоторые кривые, при-
надлежащие другим системам. Часть кривых, являю-
щихся кривыми распределения, нами была рассмотрена 
ранее. 

Формулы (7.7.1)–(7.7.3) включают как частные слу-
чаи множество известных кривых, в том числе прямую, 
экспоненту, параболы различных степеней, кривую 
Гомпертца, логистическую кривую и др. 

В диссертационной докторской работе автора [14] ис-
следуются формы кривых (7.7.1)–(7.7.3), приводятся 
графики при различных значениях параметров формы.  

Приведенные формулы могут быть использованы для 
описания числа наступивших разных событий у в зави-
симости от числа произведенных испытаний x. 

В этом случае подходящими будут формулы: 

 ( ) uxuxy
1

1 βα−= ,         (7.7.4) 

 ( ) uxuxy
1

ln1lnln βα−= ,                  (7.7.5) 

которые следуют из (7.7.1) и (7.7.3) при N=1, γ=2. 
Последние две формулы с высокой точностью описы-

вают кривые роста новых слов в тексте, а также другие 
кривые. Например, формула (7.7.5) хорошо описывает 
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кривую роста простых чисел. С учетом оценок парамет-
ров она имеет вид 

 131579,0

234022,1)(ln
504404,941

lnln









+

=

x

xy .       (7.7.6) 

Относительная погрешность значений y, вычислен-
ных по формуле (7.7.6) при 1000<x<100.000.000 нахо-
дится в пределах  -0,0022<δ<0,0022, т. е. не превышает 
0,22%. При x=100 y=24,9 вместо 25, т. е. относительная 
погрешность равна -0,4%. 

Несмотря на то, что формула (7.7.6) не удовлетворяет 
условию 

1=
dx
dy  при 0→x , 

она дает весьма высокую точность аппроксимации в 
широком интервале значений х. 

 
7.8. Вычисление оценок параметров кривых роста 

Для нахождения оценок параметров кривых роста по 
статистическим данным используется, как правило, ме-
тод наименьших квадратов. 

Рассмотрим третью систему кривых роста, в частно-
сти, уравнение 

 ( )utuyy
1

0 1 βα+= .          (7.8.1) 

Здесь четыре параметра: uy ,,,0 βα . Оценку величины 
0y  можно взять непосредственно из эмпирической кри-

вой роста при t=0 либо из сглаженной кривой. Остается 
найти оценки трех параметров – α, β, u. Для этого пре-
образуем уравнение (7.8.1) к линейному виду (при α>0): 

 tu
yy u

lnln
1)/(

ln 0 βα +=
−

.      (7.8.2) 
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Если ввести обозначения 

 tTBAu
yy

Y
u

ln;;ln;
1)/(

ln 0 ===
−

= βα , 

то последняя формула примет вид 
 BTAY += .  

Вычислив по методу наименьших квадратов оценки 
параметров А, В 

 
( ) 2222

)(TT
YTTY

TTN
YTTYNB

−

⋅−=
−

−
=

∑∑
∑ ∑ ∑ ,     (7.8.3) 

 ( ) TBYTBY
N

A −=−= ∑ ∑1 ,      (7.8.4) 

где N – число точек (объем выборки), найдем далее 
оценку параметра α: 

 .Ae=α  

Основная трудность здесь заключается в нахождении 
оценки параметра u. Она может быть определена с по-
мощью ПЭВМ путем перебора значений этого парамет-
ра с заданным шагом, например, ∆u=0,1 или 0,01 и т. д. 

В качестве оценки параметра u можно принять то его 
значение, при котором коэффициент линейной корреля-
ции 

 
( ) ( ) ( ) ( )22222222

YYTT

YTTY
YYNTTN

YTTYNR
−−

⋅−=
−−

−=
∑∑∑∑

∑ ∑ ∑    (7.8.5) 

по модулю максимален, т. е. ближе к единице. 
Кроме того, необходимо рассмотреть три случая: α>0; 

α<0; α→0. 
При α→0 кривая роста (7.8.4) принимает вид (см. ни-

же (7.8.6)). В этом случае для нахождения оценок пара-
метров α, β, 0y  можно воспользоваться следующим 
приемом. 
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Выразим зависимость nty  (т. е. при значении tnt =* ) от 
ty , где n>1: 

 ,1

0
0

00

)(

0

ββ
ββ

ββ αα n

t

n
n

t
n

tnt

nt yyy
y

yeyeyy −=





=





==   (7.8.6) 

или 
 b

ttn ayy = ,         (7.8.7) 

где 
ββ

nbya n == − ;1

0 . 
Определив оценки параметров α, β равенства (7.8.6), 

что можно сделать по уравнению прямой 
 ttn ybay lnlnln += , 

находим далее оценки параметров 0y  и β: 

 ;)1/(1

0

bay −=         (7.8.8) 

 
n
b

ln
ln=β .         (7.8.9) 

Оценка параметра α определится по формуле 

 ∑
=

=
S

i

i

i
y
y

tS 1 0

ln11
βα ,        (7.8.10) 

где S – количество значений Y, участвующих в расчете. 
Оценки параметров α, β в формуле (7.8.6) при извест-

ном значении 0y  проще найти путем построения графи-
ка прямой 

 xy
y lnlnlnln

0

βα +=   

при α>0, либо прямой 

 xy
y

lnlnlnln 0 βα +=  

при α<0. 
Найдем далее оценки параметров уравнений (7.6.16) и 

(7.6.10): 

 ( ) .;
1 CtBAuC eyBtAy +=+=  
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Приняв обозначения 

 ,ln; YyYyu ==  

последние два уравнения представим в виде 

 .CtBAY +=         (7.8.11) 

Теперь осталось найти оценки параметров А, В, С. 
Значение параметра u будем считать заданным. 

Найдем из формулы (7.6.10) зависимость tnY  от tY  (при 
n>1): 

 ( ).CCCC

nt tBnAtnBAY +=+=  

Подставляя сюда значение  CtB  из (7.6.10), получим 

 ( ) .1 AnYnY C

t

C

nt −−=        (7.8.12) 

В этом уравнении два неизвестных параметра: А, С. 
Их можно найти по методу наименьших квадратов. 

Найдем оценку параметра С: 

 ( )
,22∑ ∑

∑ ∑ ∑
−

−
=

tt

nttnttC

YYS
YYYYS

n
  

Откуда 

 ( )
,ln

ln
1

22∑ ∑
∑ ∑ ∑

−

−
=

tt

nttntt

YYS
YYYYS

n
C

     (7.8.13) 

где S – количество значений tnY , участвующих в расчете. 
Величину n целесообразно принимать равной 1,5 или 2. 

При известной оценке параметра C легко найти оцен-
ки параметров А, В   уравнения (7.6.10) 

 ( ) ,22
∑ ∑
∑ ∑ ∑

−

−
= CC

C

t

C

t

ttN
tYtYN

B       (7.8.14) 

 ( ),1 ∑ ∑−= C

t tBYNA        (7.8.15) 

где N – количество всех точек на эмпирической кривой 
роста. 
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Оценки параметров А, В, С вычисляются при различ-
ных значениях параметра u. В итоге выбирается тот ва-
риант, который обеспечивает наибольший по модулю 
коэффициент корреляции или наименьшую остаточную 
дисперсию 
 ( ) ( )∑

=
−=

N

i
ii YYNYD

1

2* ,1        (7.8.16) 

где ii YY ,* – соответственно эмпирическое и расчетное зна-
чения Y. 

При этом могут использоваться и другие критерии, на-
пример 

 
2

1

*
1 ∑

= 








 −
=

N

i i

ii

Y
YY

N
DS .       (7.8.17) 

Найдем, наконец, оценки параметров уравнений 
(7.6.16) и (7.6.10): 

  ( )uxCBAy
1

+= ;   
xeeyy

βα

0= . 

Перепишем последнее уравнение в виде 

 
xBCAey += .                (7.8.18) 

Приняв обозначения YyYyu == ln; соответственно для 
первого и второго случаев, представим  уравнения 
(7.7.16), (7.7.17) в единой форме 
 

xBCAY += .               (7.8.19) 

Теперь осталось найти оценки трех параметров: А, В, 
С. Значение параметра u будем считать заданным. 

Найдем из (7.7.19) зависимость 1+xY  от xY  
 CBCAY x

x +=+1 . 

Поставляя сюда значение AYBC x −=  из (7.7.18), полу-
чим 
 )1(1 CACYY xx −+=+ ,               (7.8.20) 
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т.е. имеем линейное уравнение, из которого по методу 
наименьших квадратов найдем оценку параметра С: 

 21
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11
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N

i
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N

i
xx

ii

iiii

YYN

YYYYN
C .            (7.8.21) 

Далее при известной оценке параметра С из уравне-
ния (7.8.19) таким же образом находим оценки парамет-
ров В, А: 

 
2

11

2

111






−

−
=

∑∑

∑∑∑

==

===

N

i

xN

i

x

N

i

xN

i
x

N

i

x

x

ii

i

i

i

i

CCN

CYCYN
B ,            (7.8.22) 

 




 −= ∑∑

==

N

i

xN

i
x

i

i
CBY

N
A

11

1 .            (7.8.23) 

Для нахождения оценок параметров А, В, С необхо-
димо предварительно задать значение параметра u. Его 
целесообразно принимать с шагом 0,25 и менее, напри-
мер, 0,05; 0,01. 

При этом для оценки точности (качества) аппрокси-
мации могут быть использованы рассмотренные выше 
критерии R, D(Y), DS, заданные формулами (7.8.4), 
(7.8.15), (7.8.16). 

Аналогично находятся оценки параметров кривых 
роста, относящихся к IV системе. 

Рассмотрим для примера формулу (3.4.4) 

 ( ) uxuxy
1

1 βα−= . 

Преобразуем ее к уравнению прямой 

 xu
xy u

lnln)/(1ln βα +=− . 

Пусть XxAYu
xy u

===− ln;ln;)/(1ln α . 

 161 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



Тогда имеем прямую BXAY += , оценки параметров 
которой легко находятся по методу наименьших квад-
ратов. 

 
7.9. Вычисление доверительных границ 
Для вычисления нижней и верхней доверительных 

границ аппроксимирующей кривой роста используем 
свойства распределений. 

Распределения, относящиеся к первой системе непре-
рывных распределений, описывают такие случайные 
величины, последующие значения которых получаются 
из предыдущих путем их изменения (сдвига) на некото-
рую постоянную величину, при этом средние значения 
таких случайных величин растут во времени по линей-
ному закону [23]. 

Следовательно, рассеяние случайной величины отно-
сительно некоторой прямой может быть описано первой 
системой непрерывных распределений, а в частом слу-
чае – нормальным законом, если речь идет о рассеянии 
средних значений случайной величины относительно 
некоторой прямой. 

Найдем для примера 90%-ые доверительные границы 
для кривой роста, заданной формулой (7.6.14) 

 ( )utuyy
1

0 1 βα+= . 

Приведенная к уравнению прямой, она имеет вид 

 tu
yy u

lnln
1)/(

ln 0 βα +=
−

.              (7.9.1) 

Рассеяние эмпирических значений случайной величины 

 u
yy

Y
u 1)/(

ln 0 −
=  

относительно прямой tY lnln βα +=  будет описываться 
первой системой  непрерывных распределений, в част-
ности, нормальным законом. 
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В случае необходимости распределение случайной 
величины y при заданных значениях t можно найти по 
распределению случайной величины Y по известной 
формуле 

 .)()( dy
dYYpyp =  

Запишем формулы для вычисления верхней и нижней 
доверительных границ случайной величины y. На осно-
вании уравнения прямой (3.6.1) имеем 

 ZStu

y u

нв

±+=
−









lnln
1y

ln 0

,

βα .     (7.9.2) 

Отсюда находим 

 ( )u
нвнвy

1

,0, tu1y βα+= ,                (7.9.3) 

где 
 ./e;e ZSZS αααα == нв  

Величина Z зависит от доверительной вероятности P 
и числа степеней свободы n, которое связано с числом 
точек n. При малых n величина Z определяется по таб-
лицам распределения Стьюдента. 

При P=0,9 величину Z можно рассчитать по формуле 
[24, с. 174] 

 5,2

0396,1)2(
41611,01

6448,1









−

−

=

n

Z ,                  (7.9.4) 

которая получена автором путем аппроксимации таб-
личных данных по формуле (7.6.14). 

Величина S – это среднее квадратическое отклонение 
эмпирических значений случайной величины Y от пря-
мой tY lnln βα += . 
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Произведение ZS является показателем точности ап-
проксимации при заданной надежности (доверительной 
вероятности) P. 

Аналогично вычисляются доверительные границы в 
случае других кривых роста. 

 
7.10. Системы кривых роста в теории надежности 

Одним из практических приложений систем кривых 
роста является теория надежности. При этом использо-
вание той или иной системы зависит от плана испыта-
ний на надежность. 

 
7.10.1. Система IIа кривых роста 

Система IIа кривых роста, заданная уравнением 
(7.5.3) 

   ( ) 




 −−−= −1)1(111 u
u

xuuy αα
,       

может использоваться для описания числа разных отка-
завших изделий ∑= myy  в зависимости от накопленного 
числа отказов ∑= mmyx  всех N  испытываемых изделий 
при условии, что испытания производятся по планам 
[NRr], [NRT], [NR(r,T)], где N обозначает количество 
испытываемых изделий; R – отказавшие изделия заме-
няются новыми; испытания прекращают при числе от-
казов r (суммарном по всем позициям) или при истече-
нии времени испытаний или наработки T в каждой пози-
ции. 

Каждое из N испытываемых изделий занимает свою 
позицию (стенд, испытательную площадку, место книги 
на полке и т. д.). Следовательно, величина my – это чис-
ло разных позиций, на каждой из которых произошло m 
отказов. Величина ∑ == .rmyx m  

Приведенная выше формула позволяет рассчитывать 
частотный спектр, т. е. вычислять количество разных 
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изделий (разных позиций), отказавших 0,1,2,…,m раз, а 
также прогнозировать кривую роста новых отказавших 
изделий и частотный спектр. 

 
7.10.2. Система III кривых роста 

Формула (7.6.1) 
)(0 tFyy =  

может описывать количество отказавших изделий за 
время t, а формула (7.6.2) 

[ ])(10 tFyy −=  
– количество работающих изделий на момент време-

ни t при условии, когда на испытания поставлено N из-
делий, отказавшие изделия не восстанавливаются и не 
заменяются, испытания продолжаются до отказа r изде-
лий или до момента времени T (планы испытаний [Nur], 
[NUT], [NU(r, T)]) [12]. 

В этом случае формула (7.6.1) может быть записана в 
виде 

 )(tFN
rt = ,             (7.10.2.1) 

где tr  – число отказавших изделий на момент времени t; 
N – число испытываемых изделий; F(t) – теоретическая 
функция распределения наработки до отказа, которая в 
случае распределений  I-III типов группы А может быть 
задана формулой 

 ( )ututF
1

11)( βα−−= ,         (7.10.2.2) 

а в случае распределений Iґ-IIIґ типов группы А – фор-
мулой 

 
u

t
utF

1

1)( 





 −= β

α .           (7.10.2.3) 
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Оценки параметров аппроксимирующих распределе-
ний (и кривых роста) находятся по методу наименьших 
квадратов. 

В случае распределений I-III типов на основании 
(7.10.2.1) и (7.10.2.2) имеем 

 ( )ut tuN
r 1

11 βα−−= .           (7.10.2.4) 

Приведем последнее уравнение и виду 

 
( )

tu
Nr u

t lnln
/11

ln βα +=
−−

,          (7.10.2.5) 

т. е. получили уравнение прямой 
 XY βα += ln , 

где  
( )

tX
u

Nr
Y

u

t ln;
/11

ln =
−−

= . 

Аналогичные формулы можно получить для распре-
делений I´-III´ типов: 

 ut

t
u

N
r 1

1 





 −= β

α  ,            (7.10.2.6) 

откуда 
 

( )
tu

Nr u

t lnln
/1

ln βα −=
−

.          (7.10.2.7) 

После нахождения оценок параметров легко вычис-
лить необходимые показатели надежности. 

Так, вероятность отказа на момент времени t вычис-
ляется по формулам (7.10.2.2) или (7.10.2.3). 

Тогда вероятность безотказной работы будет равна 
 )(1)( tFtP −= .              (7.10.2.8) 

Интенсивность отказов [12] 

 )(1
)()( tF

tpt
−

=λ ,              (7.10.2.9) 

где dttdFtp /)()( =  – плотность распределения наработки 
до отказа. 
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Средняя наработка до отказа 

 ∫∫
∞∞

==
00

)()( dttPdtttpt .           (7.10.2.10) 

В зависимости от типа распределения она задается 
формулами: 
 ( ) ( )

( ) ;/1/11
/11/111:

1

uГ
uГГ

utI
++
++







= β

β
α

β  

 




 +





= βα

β 111:
1

ГtII ; 

 ( ) ( )
( )uГ

uГГ
utIII /1-

/1/1/111:
1

ββ
α

β −−+






 −= ; 

 ( ) ( ) ( )
( ) ;/1/11

/11/11:
1

uГ
uГГutI

+−
+−=′

β
βα β   

 ( ) 





 −=′

βα β 11:
1

ГtII . 

Найдем далее мгновенный темп прироста отказов. 
Пусть кривая роста отказов в общем виде задается 
функцией 
 )(tNFrt = .            (7.10.2.11) 

Тогда мгновенный темп прироста отказов определит-
ся по формуле 

 dtпр
tdlnr

=τ .                  (7.10.2.12) 

Логарифмируя (7.10.2.11), находим 
 )(lnlnln tFNrt += , 

 
)(
)(dlnrt

tF
tp

dtпр ==τ .              (7.10.2.13) 

Пусть далее кривая убывания исправных элементов 
задается в общем виде функцией 
 [ ])(1 tFNnt −= .             (7.10.2.14) 
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В этом случае величина 

 
)(1

)(dlnnt

tF
tp

dtпр −
−==τ .           (7.10.2.15) 

Таким образом, темп прироста (точнее, убывания) ис-
правных элементов численно равен интенсивности от-
казов λ(t) (см. формулу (7.10.2.9)). 

Приведенные выше формулы позволяют вычислять 
наработку t до rt отказавших изделий. 

В зависимости от типа распределения имеем: 

 ( )
;

/11
:,

1
β

α 






 −−
= u

Nr
tIIII

u

t  

 ;ln1:
1
β

α 







−
=

trN
NtII   

 
βα
1

)/(1
: 









−
=′ u

t Nr
utI ; 

 
βα
1

)/ln(: 





=′

trNtII . 

Для вычисления наиболее подходящей кривой роста 
отказов, оценок параметров и показателей надежности 
автором разработана программа KROT  (кривая роста 
отказов). 

Выше были построены четыре системы кривых роста, 
рассмотрены методы оценивания параметров. 

Первые две системы предназначены для описания 
кривых роста новых событий. 

За основу построения кривых роста в первом случае 
(система I) принята плотность распределения вероятно-
стей разных событий, во втором случае (система II) – 
функции распределения вероятностей новых событий 

)(),( xFyF . 
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За основу построения системы III кривых роста при-
нята функция распределения вероятностей разных со-
бытий. Здесь к кривой роста не предъявляется никаких 
особых требований. Эти кривые имеют более разнооб-
разные формы, чем кривые первых двух систем. 

Система IV кривых роста строится на основе обоб-
щенных плотностей )(),(),( yptpxp  при условии снятия 
ограничений на параметры. Эта система кривых роста 
имеет самые разнообразные формы. 

Приведены две кривые роста простых чисел. Первая 
из них получена на базе формулы П. Л. Чебышева, а 
вторая – на базе системы IV в кривых роста. 

Рассмотрен метод оценивания доверительных границ 
для различных кривых роста с использованием обоб-
щенных распределений. 

В случае прямолинейной зависимости )(xfy =  довери-
тельные границы при заданной доверительной вероят-
ности рассчитываются по первой системе непрерывных 
распределений. 

При показательном законе роста используется вторая 
система непрерывных распределений, а при двойном 
показательном законе – третья система. 

При любом другом законе роста уравнение кривой 
необходимо преобразовать к прямолинейному виду и 
для нахождения доверительных границ полученной 
прямой использовать первую систему непрерывных 
распределений. 

Наконец, рассмотрены возможности использования 
систем кривых роста в теории надежности. 
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8. ПРИМЕНЕНИЕ КРИВЫХ РОСТА  
ПРИ СТАТИСТИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ ТЕКСТА 
 
8.1. Кривые роста новых слов в выборке 

Под выборкой из некоторой совокупности текстов 
будем понимать такой условный текст, в котором раз-
ные слова появляются независимо и случайно. 

Для описания кривых роста новых слов в выборке 
можно использовать формулы, полученные в предыду-
щих главах. 

При известном законе распределения вероятностей 
однородных лексических единиц (слов, словосочетаний, 
дескрипторов), заданном, например, логарифмической 
плотностью распределения (7.3.5) 

 [ ] 111

)(ln1)(ln)(
−

−

−= u
k

YuY
YNYp β

β

α , 

можно рассчитать кривую роста новых слов в выборке 
)(xfy = , где x – объем выборки,  y – объем словаря 

(y=Y-1). Расчет осуществляется по формуле (7.4.1) 

 ( )∫
−−=

n Yxp dYey
1

)(1 . 

Система I кривых роста позволяет рассчитывать час-
тотный спектр. При этом используется формула 

 [ ]
∫=
n

Yxp

m

xm dY
e

Yxp
my

1
)(,

)(
!

1 . 
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Система IIa кривых роста 

Система IIa кривых роста, как и система I, может 
быть использована для описания роста однородных лек-
сических единиц. 

Если известна статистическая структура выборки, 
т. е. заданы значения ,...)2,1(, =mym m

, то кривая роста но-
вых слов в выборке приближенно может быть описана 
формулой (7.5.3) 

 ( ) 




 −−−= −1)1(111 u
u

xuuy αα
, 

которая задает систему IIa кривых роста. При этом 
оценки параметров α, u могут быть рассчитаны по ста-
тистическому дискретному распределению или по трем 
величинам: 1,, =myyx . С другой стороны, при известных 
оценках параметров α, u система IIa кривых роста по-
зволяет рассчитывать частотный спектр при любом 
объеме выборки х. 

Рассмотренные выше формулы справедливы в случае 
строгого соответствия статистического распределения 
теоретическому, что наблюдается далеко не всегда из-за 
наличия в частотном словаре группы слов, составляю-
щих неоднородную часть. В связи с этим, а также с це-
лью максимального облегчения расчетов представляет-
ся целесообразным для описания кривых роста новых 
слов в выборке использовать простые приближенные 
формулы, точность которых может быть оценена на ре-
альных выборках. Их можно получить различными ме-
тодами. При решении этой и других подобных задач 
широкие возможности предоставляют построенные ав-
тором системы кривых роста. Отберем из этих систем 
наиболее подходящие формулы. 
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Система IIб кривых роста 

Эта система кривых роста получается из системы IIa 
введением замены YyXx ln,ln == . Она задается форму-
лой (7.5.14) 

 ( ) 







−−−= −1ln)1(111ln u

u

XuuY αα
. 

При различных значениях параметра u из (7.5.14) 
можно получить ряд приближенных формул для описа-
ния кривых роста новых слов в выборке, однако удоб-
ными для практических расчетов будут лишь те форму-
лы, структура которых позволит в явном виде выразить 
параметр α через переменные X и Y. Формула (7.5.14) 
удовлетворяет этому требованию при u=2; 1/2; -1. 

Проверка показала, что подходящей является форму-
ла при u=1/2: 

 






 +

=
X

XY
ln

2
1/1 α

.          (8.1.1) 

Из (8.1.1) легко найти зависимость параметра α от  
X и Y 

 




 −= 1ln

ln
ln

2
Y
X

Xα .         (8.1.2) 

Поскольку 1ln/ln ≥YX , то из (8.1.2) следует, что α≥0, 
причем, как было показано ранее, )1( == Ypα , т. е. теоре-
тически параметр α представляет собой среднее значе-
ние вероятностей разных слов. 

Параметр α, вычисленный по опытным значениям X, 
Y, не является постоянной величиной, однако он изме-
няется закономерно. Если построить график зависимо-
сти α от lnX, то получим прямую, которая задается 
формулой 
 Xk ln0 += αα           (8.1.3) 

или 
 Xk lg0

′+= αα                   (8.1.3´) 
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с начальной ординатой 
0α  и угловым коэффициентом k 

(или k´=2,3026). 
В таблице 8.1.1 приведены опытные значения X, Y 

для французского языка по данным П. Гиро (Guiraud P. 
Les caracteres Statistiques du vocabulaire. Paris, 1954. 
116 p.). Если вычислить по формуле (8.1.2) значения па-
раметра α и построить график зависимости α от lgX (см. 
рис. 8.1.1), то окажется, что опытные точки рассеяны 
вдоль прямой Xlg0125,00060,0 +−=α  с начальной ордина-
той 0060,00 −=α  и угловым коэффициентом 0125,0=′k . 
Значение α<0 связано с приближенностью формулы 
(8.1.1). Но уже при X>3 параметр α>0. 

 
Таблица 8.1.1 

Зависимость объема словаря Y от объема выборки X  
для французского языка 

Xlg  X Y 2/1=uα  расчY  

3,301 2000 800 0,0361 815 

3,602 4000 1250 0,0393 1260 

3,778 6000 1580 0,0417 1598 

3,903 8000 1900 0,0424 1878 

4,000 10000 2120 0,0440 2119 

4,146 14000 2505 0,0461 2523 

4,301 20000 3040 0,0474 3009 

4,602 40000 4200 0,0510 4122 

5,000 100000 6000 0,0562 5928 

5,301 200000 7500 0,0603 7510 

 

В той же таблице приведены расчетные значения Y, 
вычисленные по формуле (8.1.1) при найденных оцен-
ках параметров k ′,0α  (параметры прямой определены 
по графику). Статистические и расчетные данные раз-
личаются не более чем на %88,1± . 
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Рис. 8.1.1. Зависимость параметра  2/1=uα  от lgx 

для французского языка 
 

Несмотря на то, что в рассмотренном примере фор-

мула (8.1.1) с учетом (8.1.3´) оказалась подходящей для 

аппроксимации кривой роста новых слов в выборке, она 

имеет существенный недостаток: вначале растет до сво-

его наибольшего значения )22//(1

max
0 keY +

=
α , которое дос-

тигается при keX /2= , затем убывает. В качестве ап-

проксимирующей может служить восходящая часть 

кривой. Для рассмотренного случая 19570max =Y  (при 
810167,2 ⋅=X ). Эту формулу практически можно исполь-

зовать при объемах выборки )1010()1010( 7643 ÷<<÷ X . При 

этом оценки параметров выборки k,0α  могут быть най-
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дены не только по графику прямой (8.1.3), но и более 

просто – по трем величинам 1,, =mYYX , т. е. объемам вы-

борки, словаря и числу слов с частотой m=1. 

В соответствии с формулой В. М. Калинина (1.2.15) 
имеем 

 
X

Y
dX
dY m 1== .          (8.1.4) 

С другой стороны, дифференцируя (8.1.1) с учетом 
(8.1.3) по Х, после преобразований получим 

 




 −





= Xk

X
Y

X
Y

dX
dY 2

2

ln21ln
ln .     (8.1.5) 

Приравнивая правые части двух последних формул, 
найдем 

 












−= =

2
1

2 ln
ln1

ln
2

Y
X

Y
Y

X
k m .       (8.1.6) 

Далее на основании (8.1.3) можем записать 
 Xk ln0 −= αα ,         (8.1.7) 

или с учетом (4.1.2) 

 .ln1ln
ln

ln
2

0 XkY
X

X −




 −=α        (8.1.7´) 

По формуле (8.1.5) можно рассчитать вероятность по-
явления нового слова, которая равна первой производ-
ной в точке (X; Y) кривой роста новых слов в выборке. 

Найдем еще одну формулу, параметр α которой вы-
ражается в явном виде через переменные X, Y. Для это-
го используем приближенное равенство 
 

ααα XeX X =≈+ lnln1 ,       (8.1.8) 

которое тем точнее, чем меньше α. 
На основании (8.1.8) из формулы (8.1.1) имеем 
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2//1 αXXY = ,         (8.1.9) 

откуда 
 Y

X
X ln

lnlnln
2=α ,        (8.1.10) 

причем, Xk ln0 += αα . Здесь параметр 25,1≈u , поскольку 
величина α приближенно равна среднему из двух значе-
ний, рассчитанных при u=2, u=1/2. 

Оценки параметров выборки здесь равны 

 





 ⋅−−= =

Y
X

Y
Y

Y
X

X
k m

ln
ln

ln
lnln1

ln
2 1
2 ,     (8.1.11) 

 XkY
X

X lnln
lnlnln

2
0 −=α .      (8.1.12) 

Отметим, что формулы (8.1.1), (8.1.9) могут быть по-
лучены как частные случаи из системы IV в кривых 
роста, которая задана уравнением (3.4.3), при N=1, ß=1, 
γ=2 и соответствующих значениях параметров α, u. 

 
Система IVa кривых роста 

Рассмотрим уравнение (8.4.1) – ( ) 11
1 1

−− −= uxuNxy βγ α . 

Кривые III и V типов при N=1, γ=2 обладают основны-

ми свойствами кривой роста новых событий. Они зада-

ются уравнением 

 ( ) 11

1
−

−= uxuxy βα ,       (8.1.13) 

где 0<ß<u/(u-1).  Для кривых III типа –∞ <u <0, поэтому 
величина ß определена на интервале 0<ß<1. Для кривых 
V типа   1<u <∞, следовательно,  

1<ß<∞. 
Проверка показала, что уравнение (8.1.13) может опи-

сывать кривые роста новых слов на интервале 
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)1010()1010( 8743 ÷<<÷ x , при этом параметр 1−≈u  
(0<β<1/2). 

Формула (8.1.13) при u= –1 имеет вид [33 
 2)1( βαx

xy
+

= .        (8.1.14) 

Для нахождения оценок параметров α, β по методу 
наименьших квадратов преобразуем выражение (8.1.14) 
к уравнению прямой 

 x
y
x lnln1ln βα +=






 − .      (8.1.15) 

Оценки параметров выборки α, β можно найти по 
трем величинам: 1,, =myyx . 

Продифференцируем (8.1.14) по х: 

 3)1(
)21(1

β

β

α
βα

x
x

dx
dy

+
−+=        (4.1.16) 

или с учетом (8.1.14) 

 2/3

1)21(1














 −−+

=

y
x

y
x

dx
dy

β
.      (8.1.17) 

Из (8.1.4) и (8.1.17) найдем 

 






 −







 −

=






 −

−
=

==

12

1

12

1 11

y
x

y
y

y
x

x
y

y
y mm

β .     (8.1.18) 

Тогда из (8.1.14) при известной оценке параметра β 
имеем 

 





 −= 11

y
x

x βα .        (8.1.19) 

Исследуем некоторые свойства кривой роста новых 
слов (8.1.14). Найдем долю одноразовых слов yym /1= . 
На основании (8.1.4) можем записать  
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 .
ln
ln1

xd
yd

dx
dy

y
x

y
ym =⋅==        (8.1.20) 

Из формулы (8.1.20) следует, что логарифмическая 
производная xdyd ln/ln от кривой роста новых слов рав-
на доле одноразовых слов. 

С учетом (8.1.14), (8.1.16) последняя формула дает 

 β

β

α
αβ

x
x

y
ym

+
−==

1
211 .       (8.1.21) 

График зависимости yym /1=  от xln  имеет точку пере-

гиба, которую обозначим через С. Из условия 

0)(ln/)/( 2
1

2 == xdyyd m  найдем координаты этой точки: 

 βα
β

−==




= = 1,4,1 1

1

C

mC
CC y

yx
yx .    (8.1.22) 

Точку С легко найти с помощью графика прямой 
(8.1.15), поскольку 

 01ln =







−

C

C

y
x . 

Из (8.1.21) при  ∞→x  имеем равенство 

 β21lim 1 −==
∞→ y

ym
x .       (8.1.23) 

Поскольку при ∞→x  доля слов с частотой m=1 равна 
нулю, то из равенства (8.1.23) следует, что в этом пре-
дельном случае параметр ß→1/2. Это – верхняя его гра-
ница. Определим нижнюю границу ß. Для этого найдем 
долю слов с частотой m=2. 

На основании формулы В.М.Калинина (7.1.17) можем 
записать 

 2

22
2

2 dx
yd

y
x

y
ym ⋅−==  

или с учетом (8.1.14) 
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 [ ]
( )2

2

1
)21(1

β

ββ

α

βαβαβ

x
xx

y
ym

+

−++== . 

Отношение yym /2=  при некотором значении х имеет 
максимум. Координаты этой точки, найденные из усло-
вия 0/)/( 2 == dxyyd m , равны 

 
β

βα
β

1

)15(
1








−
+=x ,        (8.1.24) 

 12
)1( 2

max

2 +=





 = β

y
ym .       (8.1.25) 

Формула (8.1.24) при условии ∞<x  дает: β>1/5. 
Таким образом, параметр ß имеет границы 0,2<β<0,5. 

При этих условиях максимальная доля слов с частотой 
m=2 изменяется в пределах 

 1875,012,0
max

2 <





< =

y
ym , 

а доля слов с частотой m=1 в точке С – в пределах 

 8,05,0 1 << =

C

m

y
y . 

Из формул (8.1.16), (8.1.22) следует, что скорость 
роста словаря в точке С зависит от параметра β: 

 
4

1 β−=






Cdx
dy . 

Чем меньше β, тем интенсивнее растет словарь. Сле-
довательно, параметр β может служить показателем 
лексического разнообразия выборки. 

Выясним далее лингвистический смысл параметра β. 
Для этого найдем значение функции распределения 

)(xF  при х=1 ∑
≥

=====
1

2 ))1()1((
r

rppyFxF . На основании 
(4.1.16) имеем 
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 pxF =
+
+≈

+
−+−== α

βα
α

βα
31

)1(2
)1(

)21(11)1( 3 , 

откуда [ ]pp 3)1(2/ −+= βα . Произведение 2(1+β) заключе-

но на интервале )34,2( ÷ . Следовательно, параметр α в 

зависимости от параметра ß заключен на интервале 

p)375,0417,0( ÷=α . 

 
Система IVв кривых роста 

Рассмотрим частный случай уравнения (7.7.3) при 
N=1, γ=2 

 ( ) 11

ln1lnXlnY
−

−= uXu βα .      (8.1.26) 

Проверка показала, что последнее уравнение хорошо 
описывает кривую роста новых слов в выборке, при 
этом параметр u имеет большой разброс, но наиболее 
часто принимает значения на интервале от нуля до ½. 

Пусть u→0. Тогда из (8.1.26) имеем равенство 

 Xe
XY βα ln

lnln = ,        (8.1.27) 

которое может быть приведено к прямой 

 X
Y
X lnlnln

ln
lnlnln βα += .      (8.1.28) 

Параметры βα ,  находятся либо путем построения по 
опытным значениям ii YX ,  графика зависимости  (8.1.28), 
либо рассчитываются по значениям трех величин 

:,, 1=mYYX  

 

Y
X

Y
X

Y
Ym

ln
lnln

ln
ln1 1 ⋅−

=

=

β ,        (8.1.29) 

 
Y
X

X ln
lnln

ln
1
β

α = .        (8.1.30) 
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Пусть далее 2/1=u . Тогда из (8.1.26) получим 
 XXY lnln

2
1ln 






 −= βα , 

откуда 
 

1)(ln
2

ln
2

1

+
==

−

β

β

α

α

X

X

e

XXY ,       (8.1.31) 

т. е. имеем формулу Ю. А. Тулдавы [44]. В обозначениях 
автора она выглядит несколько иначе 

 bXae
XY

)(ln
= . 

Достоинством формул (8.1.27), (8.1.31) является то, 
что они хорошо описывают кривые роста новых слов 
практически от начала координат до весьма больших 
значений Х )1010( 87 ÷=X  словоупотреблений. Однако 
при дальнейшем увеличении Х поведение этих кривых 
не соответствует поведению кривых роста новых слов. 

В приведенных выше формулах параметры выборки 
зависят как от типа текстов, по которым построена дан-
ная выборка, так и от ее объема. В связи с этим полу-
ченные формулы остаются справедливыми только в 
пределах заданной выборки, т. е. их нельзя использо-
вать для экстраполяции кривой роста новых слов на вы-
борку большего объема. 

Проверим работу этих формул на конкретных приме-
рах. 

Восстановим кривую )(xfy =  на основе опытных дан-
ных по точной  формуле (7.1.16), а также рассчитаем ее 
по приближенным формулам, при этом параметры вы-
борки k,0α , а также βα ,  определим по трем величинам: 

1,, =mYYX . 
В табл. 8.1.2 (графа 2) приведены результаты расчетов 

по формуле (7.1.16) на основе опытных данных частот-
ного словаря немецкого языка и по приближенным 
формулам систем кривых роста IIб, IVa, IVв (графы 3–6): 
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e

lnXlnY:
Xln
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Объем выборки здесь равен Х=10910777, объем сло-
варя Y=258173 и количество одноразовых слов 

1268621 ==mY [8]. Параметры выборки для каждой аппрок-
симирующей кривой приведены в соответствующей 
графе табл. 8.1.2. 

Аналогичные расчеты выполнены по данным «Час-
тотного словаря русского языка» (ЧСРЯ). Здесь 
X=1056382, Y=39268, 133791 ==mY [48]. 

Из табл. 4.1.2 видно, что все формулы достаточно 
точно описывают кривую роста новых слов в выборке. 
Но в первом случае (ЧС немецкого языка) наименьшую 
точность показала формула при 25,1≈u  (система IIб), а 
во втором случае (ЧСРЯ) – формула из той же системы 
при u=0,5. 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что 
параметр u изменяется от выборки к выборке. А это 
значит, что для более точного описания кривой роста 
новых слов в выборке необходимо использовать общие 
формулы  (8.1.13), (8.1.26), каждая из которых содержит 
по три параметра. Для приближенных же расчетов 
удовлетворительные результаты дают рассмотренные 
выше формулы, имеющие по два параметра, причем, в 
приведенных примерах они определены лишь по трем 
величинам:  1,, =mYYX . 
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Таблица 8.1.2 
Кривые роста новых слов, восстановленные  

по двум частотным словарям и рассчитанные  
по формулам систем кривых роста IIб, IVa, IVв 

Объем 
выборки 

Х 

Объем 
словаря Y 

по ЧС 

IIб IVa IVв 

u=1,25 u=0,5 u= -1 u→0 

                                                        ЧС немецкого языка 

1091 625 600 619 603 626 

2000 1019 979 1010 1000 1019 

5000 2118 2004 2066 2092 2082 

10911 3878 3609 3716 3819 3737 

30000 – 7503 7699 8009 7725 

100000 17800 17118 17462 18207 17485 

300000 – 34735 35215 36459 35220 

1091078 77870 75440 75952 77420 75913 

3273233 140810 139063 139377 140230 139293 

10910777 258173 258167 258232 258173 258083 

0α   0,02029 0,01622 – – 

k  0,0007485 0,001287 – – 

б  – – 0,04223 0,005719 

в  – – 0,3005 1,3741 

                                                         ЧС русского языка 

1000 625 650 713 645 646 

3000 1510 1534 1674 1571 1526 

10000 3637 3618 3889 3790 3604 

30000 7384 7296 7682 7670 7275 

105638 14815 14703 15095 15215 14683 

211276 20700 20597 20890 21028 20582 

528191 30495 30455 30544 30600 30450 
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Объем 
выборки 

Х 

Объем 
словаря Y 

по ЧС 

IIб IVa IVв 

u=1,25 u=0,5 u= -1 u→0 

1056382 39268 39268 39269 39268 39269 

0α   - 0,001633 - 0,01485 – – 

k  0,002935 0.004306 – – 

б  – – 0,01451 0,001262 

в  – – 0,4084 2,0418 

 
8.2. Кривые роста новых слов в связном тексте 

Рассмотренные в п. 8.1 формулы справедливы для 
случайно составленной выборки, т. е. для такого услов-
ного текста, в котором разные слова появляются неза-
висимо и случайно. В реальном же тексте лексико-
грамматические связи накладывают определенные ог-
раничения на сочетаемость слов. Однако они не могут 
существенно изменить характер кривой роста новых 
слов в связном тексте по сравнению с соответствующей 
кривой в выборке, хотя изменяют значения параметров. 
Поэтому полученные формулы могут быть также ис-
пользованы для описания кривых роста новых слов в 
связных лексически однородных текстах. Условимся 
обозначать параметры текста теми же символами, что и 
параметры выборки, а в случае необходимости добав-
лять индексы «т» или «в». 

Проверка показала, что тексты, относящиеся к одно-
му типу, имеют близкие значения параметра k (или в). 
При этом чем богаче данный текст в лексическом от-
ношении, тем ниже располагается прямая Xk ln0 +=αα  
(для кривых системы IIб), т. е. для такого текста меньше 
начальная ордината 0α . Таким  образом, параметр k мо-
жет служить показателем лексического разнообразия 
данного типа текстов, а параметр 0α – отдельно взятого 
текста (произведения). 
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Параметры текста в отличие от параметров выборки 
не зависят от объема текста и, следовательно, получен-
ные формулы могут использоваться для экстраполяции 
кривой роста новых слов в тексте. 

Заметим, что достоверные значения параметров тек-
ста можно получить лишь по такой кривой роста, кото-
рая построена на основе лексически однородных тек-
стов. В особенности это замечание относится к смешан-
ным текстам, когда в одну совокупность входят отрезки 
текстов разных типов. В этом случае при определении 
объема словаря iy  в подвыборке ix  требуется, чтобы в 
данную подвыборку входили отрезки связных текстов 
всех обрабатываемых типов и в тех же пропорциях, в 
каких они содержатся во всей исследуемой совокупно-
сти текстов. При соблюдении этих условий не разруша-
ется связность слов в тексте, поскольку словоупотреб-
ления отбираются из текстов в их естественном поряд-
ке, и в то же время выполняется требование однородно-
сти, так как в каждой точке ( ii yx ; ) кривой роста новых 
слов пропорции между текстами разных типов одни и те же. 

Здесь следует отметить, что параметры k, β в рас-
смотренных выше формулах в случае связных текстов 
меньше соответствующих параметров выборки. В связи 
с этим рассмотрим еще две формулы, которые на вы-
борках нередко дают несколько завышенный рост сло-
варя в начале кривой, но в случае связного текста более 
точно описывают рост словаря. 

Первая формула относится к системе IIб кривых рос-
та [33] 

 XXY ln1
1
α+= ,          (8.2.1) 

где Xk ln0 +=αα , причем, параметр α в явном виде выра-
жается через переменные X, Y 
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Y
X

X
α          (8.2.2) 

и примерно соответствует параметру 4/1−≈u . 
Параметры текста k,0α , входящие в формулу (8.2.1), 

находятся по нескольким точкам (не менее двух) на 
прямой  Xk ln0 += αα . Значения параметров для некото-
рых текстов приводятся в работе автора [13]. 

Из (4.2.1) следует, что кривая роста новых слов имеет 

горизонтальную асимптоту keY /1

max = . Чем меньше зна-

чение параметра k, тем больше величина maxY , т. е. па-

раметр k является показателем лексического разнообра-

зия текста. 

При использовании формулы (8.2.1) для описания 
роста словаря в выборке параметры k,0α  могут быть 
оценены по количеству одноразовых слов. Дифферен-
цируя (8.2.1) по Х (при Xk ln0 += αα ), после преобразо-
ваний получим 

 





 +






= X

X
Y

X
Y

dX
dY ln

2
1

ln
ln 0

3 α .      (8.2.3) 

Далее в соответствии с формулой В. М. Калинина 
(7.1.15) имеем 

 
X

Y
dX
dY m 1== . 

Приравнивая правые части двух последних формул, 
найдем 

 







−






= = 1

ln
ln

ln
2 3

1
0 Y

X
Y

Y
X

mα .      (8.2.4) 
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Тогда 

 
XXYX

k
lnln

1
ln

1
ln

0
22

0 ααα
−−=

−
= .     (8.2.5) 

Вторая формула относится к системе IVб кривых рос-
та и следует из общей формулы (8.1.26) при u = – 1: 

 ( )2ln1
lnln

X
XY
βα+

= .       (8.2.6) 

Параметры текста находятся из уравнения прямой 

 X
Y
X lnlnln1

ln
lnln βα +=








−      (8.2.7) 

по методу наименьших квадратов на основе статистиче-
ских данных. 

Параметры выборки рассчитываются по формулам 
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⋅−
=

=

X
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Y
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ln
ln12

ln
ln1 1

β ,        (8.2.8) 

 







−= 1

ln
ln

ln
1

Y
X

Xβ
α .       (8.2.9) 

Следует отметить, что формула (8.2.6) может быть 
получена из формулы (8.1.14) заменой величин x, y их 
логарифмами. 

Итак, кривые роста новых слов в выборке и связном 
тексте могут быть описаны одними и теми же формула-
ми, которые к тому же могут быть приведены к уравне-
ниям прямой. Эти свойства кривых роста оказываются 
весьма полезными для решения различных задач. Рас-
смотрим некоторые из них. 

 
8.2.1. Оценка степени аналитичности языка 

Показателем степени аналитичности языка принято 
считать коэффициент, равный отношению количества 
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лексем к количеству словоформ частотного списка. 
Степень аналитичности языка тем выше, чем ближе 
этот показатель к единице. 

Существенным недостатком этого показателя являет-
ся его зависимость от объема текста. Знание аналитиче-
ской зависимости между объемами словаря и текста по-
зволяет по-другому измерять степень аналитичности 
языка. 

Пусть кривая роста новых слов в тексте описывается 
формулой (8.1.14) 

 ( )21 βαx
xy

+
= . 

Преобразуем ее к уравнению прямой (8.1.15) 
 xyx lnln)1/ln( βα +=− . 

Значение параметра β этой прямой зависит от выбора 
единицы подсчета количества разных слов, в качестве 
которой может быть принята словоформа (сл.) или лек-
сема (л.). При этом для одного и того же текста слл ββ > , в 
то время как слл αα ≈ . Последнее равенство позволяет 
ввести показатель степени аналитичности языка, кото-
рый не зависит от объема текста: 
 

X
vv слл

a ln
−

=∆β ,        (8.2.10) 

где слл vv , рассчитываются по формуле 

 







−= 1ln

y
xv ,         (8.2.11) 

при этом lnxln лллv βα += ;  lnxln слслслv βα += . 
Чем ближе aβ∆  к нулю, т. е. чем меньше угол между 

двумя прямыми на рис. 8.2.1, тем выше степень анали-
тичности языка. 
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Рис. 8.2.1. Оценка степени аналитичности языка 

 
В табл. 8.2.1 приведены значения aβ∆  для четырех 

языков, рассчитанные по формулам (8.2.10), (8.2.11) для 
текстов по электронике. Более подробная таблица при-
водится в работе автора [14, с. 396]. 

Полученные результаты позволяют осуществлять пе-
реход от кривой роста новых словоформ в тексте к кри-
вой роста новых лексем. Для этого достаточно восполь-
зоваться формулами 
 асллслл βββαα ∆+== ; .      (8.2.12) 

Таблица 8.2.1 
Степень аналитичности языков (тексты по электронике 

Язык,  
источник 

Объем текста 
х 

Объем словаря 
аβ∆  

слy  лy  
Русский  200894 21468 6826 0,0627 

Румынский 200000 14292 5708 0,0479 

Французский 100000 8108 4527 0,0336 

Английский  200000 10582 7160 0,0202 

 
8.2.2. Оценка степени связности слов в лексически 

однородном тексте 

Так как в связном тексте лексико-грамматические 
связи накладывают определенные ограничения на соче-
таемость слов, то естественно предположить (и это под-
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тверждается опытными данными), что число разных 
слов в отрезке сплошного текста в среднем будет мень-
ше, чем в случайно составленной выборке равного объ-
ема, взятой из достаточно большой совокупности лек-
сически однородных текстов. 

Эту разницу в объемах словарей можно использовать 
для оценки степени связности слов в тексте, причем, 
она оказывается независимой от объема текста. 

Пусть для некоторого целого произведения из опыта 
известны объемы  всего текста X, словаря Y, одноразо-
вых слов 1=mY , а также несколько промежуточных точек 
( ii yx ; ) на кривой роста новых слов, которая описывается 
формулой (8.1.14) 
 ( )21 βαx

xy
+

= . 

По этим данным найдем параметры текста TT βα ,  пу-
тем построения графика зависимости (8.1.15) 

.lnln)1/ln( ТТТТТ xyxv βα +=−=   
На рис. 8.2.2 он представлен первой прямой. 
Для этого же произведения можно рассчитать пара-

метры выборки BB αβ ,  по формулам (8.1.18), (8.1.19). Эти 
параметры будут относиться к такой кривой роста, ко-
торая получилась бы при случайном отборе словоупот-
реблений из данного произведения и подсчете количе-
ства разных слов. На рис. 8.2.2 график зависимости 
(8.1.15) для выборки представлен второй прямой. 

Многочисленные расчеты по статистическим данным 
показали, что параметры BT иαα находятся в отношении 

 2≈= св
B

T η
α
α ,        (8.2.13) 

которое может быть использовано в качестве показателя 
степени связности слов в тексте. Из (8.2.13) следует, что 
параметр BT αα 2= . 
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Рис. 8.2.2. Оценка степени связности слов в тексте 

 
Параметры Bβ  и Tβ  связаны соотношением 

 xBT ln
2ln−= ββ .        (8.2.14) 

Формулы (8.2.12), (8.2.14) позволяют по параметрам 
выборки (которые легко вычислить по трем величинам 

1,, =myyx ) найти параметры текста. 
 
8.2.3. Оценка лексической близости двух связных 

текстов. Автоматическая классификация текстов 
В информатике и лингвистике при решении практи-

ческих задач часто требуется оценка степени близости 
(связи) словарей двух сравниваемых текстов. Она необ-
ходима, например, при автоматической классификации 
текстов (документов), при статистическом анализе ин-
дивидуальных и функциональных стилей и т. д. 

Ниже предлагается метод оценки лексической близо-
сти двух статистически однородных текстов, основан-
ный на использовании аналитической зависимости ме-
жду объемами текста х и словаря )(xfy = . 

Пусть кривая роста новых слов в связном тексте опи-
сывается формулой (8.1.14). Объединим два равных по 
объему текста с одинаковыми параметрами βα ,  и ис-
следуем поведение обоих параметров этого объединен-
ного текста. Рассмотрим два крайних случая. 
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Случай 1. Параметры βα ,  объединенного текста рав-
ны соответствующим параметрам объединяемых тек-
стов, а его словарь содержит такое же количество раз-
ных слов, сколько их было бы в каждом из объединяе-
мых текстов при удвоенной его длине 

 ( )2

1

1
1112 )2(1

2)2(
βρ α x

xxfy
+

=== .     (8.2.15) 

В этом случае степень лексической близости двух 
текстов (будем измерять ее некоторым показателем ρ ) 
равна единице, а точка с координатами );(ln 11212 =ρvx  ле-
жит на прямой 1 (см. рис. 8.2.3), поскольку 

 2ln2lnln12ln 11
112

1
112 ββα

ρ
ρ +=+=










−=

=

= vx
y

xv . 

 

    
Рис. 8.2.3. Оценка лексической близости двух текстов 

 
Случай 2. Словари обоих текстов не содержат общих 

слов. Это значит, что степень лексической близости та-
ких текстов равна нулю )0( =ρ . В этом случае объем 
словаря объединенного текста равен удвоенному объе-
му словаря одного из объединяемых текстов 
 ( )2

1

1
1012 1

22
βρ α x

xyy
+

=== ,       (8.2.16) 
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 11
1

1
012 lnln1

2
2ln xv

y
xv βαρ +==








−== , 

т. е. прямая 2 параллельна прямой 1 и расположена ни-
же ее на расстоянии 2lnβ . 

Из рис. 8.2.3 видно, что величина ρ12v , характеризую-
щая объем словаря реального объединенного текста, ог-
раничена: 11212012 == << ρρρ vvv . Следовательно, показатель ρ 
можно измерять отношением 

 2ln
01212

012112

01212

β
ρ ρρ

ρρ

ρρ =

==

= −
=

−
−

=
vv

vv
vv

.     (8.2.17) 

Из условия параллельности прямых 1 и 2 следует, что 
показатель ρ не зависит от объема текстов ix , но оба они 
должны быть равными между собой. 

При небольших размерах текстов (x <40000 слово-
употреблений) кривая роста новых слов довольно точно 
аппроксимируется более простой формулой 

 
βαx

xy
+

=
1

.        (8.2.18) 

Ее можно привести к виду 

 x
y
xv lnln1ln βα +=








−= .      (8.2.19) 

Оценки параметров βα ,  находятся по эмпирической 
кривой роста новых слов. Для определения показателя ρ 
по формуле (8.2.17) необходимо вычислить входящие в 
нее величины, которые на основании (8.2.18) и (8.2.19) 
при 112 2xx =  равны 
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или 
 1012 lnln xv βαρ +== ; 

 2lnlnln 112112 ββαρ +=+== vxv . 

Задавая пороговое значение показателя ρ, можно 
классифицировать тексты (документы) по тематическим 
группам, включая в одну группу близкие по лексиче-
скому составу тексты. 

 
8.2.4. Определение полноты словаря 

При составлении частотного словаря по текстам раз-
ных типов (смешанным текстам) возникает вопрос об 
установлении определенных пропорций между ними. 
При этом естественно исходить из условия, чтобы тек-
сты каждого типа одинаково полно отражали свою лек-
сику. Критерием полноты в данном случае может слу-
жить накопленная средняя вероятность y разных слов, 
которые встретились в тексте данного типа объемом x 
словоупотреблений. Она определяется по формуле 

 
dx
dyyF −=1)( , 

где  dxdy / – вероятность появления нового слова в тексте 
объемом x. 

 
Если для описания кривой роста новых слов исполь-

зуется формула (8.1.14), то 

 
( )

( ) 2
3

/

1/)21(1
1)(

yx

yx
yF

−−+
−=

β .     (8.2.20) 

При использовании зависимости (8.1.27) имеем 

 





 −⋅−=

Y
X

X
Y

X
YYF

ln
lnln1

ln
ln1)( β .     (8.2.21) 
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Задавая для всех типов текстов величину )(YF  одина-
ковой (равной, например, 0,95), из опыта можно устано-
вить объем  текста каждого типа, достаточный для дос-
тижения заданной полноты словаря. 

Чтобы не вычислять оценок параметров для каждого 
типа текста, можно воспользоваться либо приближен-
ной формулой 

 
3

ln
ln1)( 






−=

X
Y

X
YYF ,        (8.2.22) 

которая следует из (8.2.3) при 00 =α , либо использовать 
формулу 

 
x

yyF m 11)( =−= ,  

справедливую для случайной выборки. 
 
Итак, рассмотрены примеры применения кривых рос-

та новых событий при статистическом анализе связного 
текста и случайной выборки из него. На основе полу-
ченных результатов введены четыре показателя. 

Показатель степени аналитичности языка, который 
позволяет переходить от кривой роста новых слово-
форм к кривой роста новых лексем. 

Показатель степени связности слов в лексически од-
нородном тексте, который позволяет по параметрам вы-
борки находить параметры текста. 

Показатель лексической близости двух связных тек-
стов, с помощью которого можно выявлять близкие по 
содержанию тексты. 

Показатель полноты словаря )(YF , т. е. накопленной 
средней вероятности Y разных слов, которые встрети-
лись в тексте объемом X словоупотреблений. 

На базе введенных автором понятий «нового собы-
тия», «кривой роста новых событий», «законов распре-
деления вероятностей новых событий» и установленных 
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взаимосвязей между ними был разработан алгоритм по-
рождения кривых роста и законов распределения веро-
ятностей новых событий, который позволил построить 
систему кривых роста и систему непрерывных распре-
делений новых событий. 

Путем дальнейшего обобщения законов распределе-
ния вероятностей новых событий были построены че-
тырехпараметрические обобщенные распределения, 
сгруппированные в четыре основные и три дополни-
тельные системы непрерывных распределений. Они 
включают как частные случаи множество широко из-
вестных непрерывных распределений. 

По системе кривых роста новых событий с помощью 
формулы В. М. Калинина, которая устанавливает взаи-
мосвязь между кривой роста новых событий и частот-
ным спектром, построена система дискретных распре-
делений. Она включает как частные случаи биномиаль-
ный закон, Пуассона, отрицательный биномиальный, 
логарифмический и др. Дана классификация распреде-
лений, исследована форма полигона распределения в 
зависимости от значений параметров, разработаны ме-
тоды нахождения оценок параметров. 

Показано, что параметр u может служить показателем 
степени неравномерности появления отдельного собы-
тия в выборках одинакового объема. 

Система дискретных распределений в совокупности с 
системой кривых роста новых событий позволяет про-
гнозировать рост новых событий, а также рассчитывать 
частотный спектр на выборке любого объема, что было 
бы невозможно при использовании для этих целей от-
дельных дискретных распределений. 

Для выравнивания и прогнозирования различного ро-
да кривых роста и динамических рядов построены сис-
темы кривых роста, описаны методы оценивания пара-
метров, вычисления доверительных интервалов при за-
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данной доверительной вероятности с учетом свойств 
кривых роста. 

Найдены простые приближенные формулы для опи-
сания кривых роста новых слов в связном тексте и слу-
чайной выборке, формулы для выравнивания динамиче-
ских рядов. Получены две формулы для описания кри-
вой роста простых чисел. 

Выработаны показатели для оценки степени связно-
сти слов в тексте, степени аналитичности языка, степе-
ни лексической близости двух связных текстов, причем 
эти показатели не зависят от размеров текста. Получены 
простые формулы для вычисления полноты словаря. 

Рассмотрены примеры применения кривых роста в 
теории надежности. 

Для каждой системы распределений (непрерывных и 
дискретных), а также кривых роста автором разработа-
ны соответствующие программы. Они вычисляют тип 
наилучшей аппроксимирующей кривой, выдают ее 
уравнение. 
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9. ПОСТРОЕНИЕ СИСТЕМЫ ДИСКРЕТНЫХ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ПО КРИВЫМ  

РОСТА НОВЫХ СОБЫТИЙ 
 
9.1. Моделирование кривой роста и статистиче-

ской структуры словаря ключевых слов 

Для аппроксимации статистических зависимостей 
между количеством произведенных испытаний и коли-
чеством наступивших разных событий автором разра-
ботана система кривых роста, заданная двухпараметри-
ческой формулой [21] 

( )( ) 



 −−−= −11111

u
u

xu
u

y α
α

,           (9.1) 

где y – количество наступивших разных событий (раз-
ных слов, в том числе ключевых, наименований книг, 
запросов и т. д.); x – количество произведенных испы-
таний (объем выборки в словоупотреблениях, число 
книговыдач, число абоненто-запросов и т. д.). 

Последняя формула включает систему кривых роста, 
которые можно разделить на типы в зависимости от 
значений параметра u. 

При u>0 имеем кривые роста I типа. Они задаются 
формулой (9.1). В частности, при  u→1 из (8.1) следует 
формула 

.111






 −= xe

y αα
            (9.2) 

При u→0 из (1) следует кривая II типа 

( ).1ln1 xу α
α

+=            (9.3) 
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При u<0 имеем кривую III типа. Она задается той же 
формулой (9.1). 

Между кривой роста разных событий и статистиче-
ской структурой выборки существует взаимосвязь, ус-
тановленная В. М. Калининым [6] 

( ) .
!

1 1
m

mm
m

m dx
yd

m
xy +−=           (9.4) 

По формуле (9.4) можно рассчитать частотный 
спектр, или статистическую структуру выборки, т. е. 
количество событий с частотой появления 1, 2,…, m 
раз, если задана кривая роста разных событий y = f(x), 
причем такая кривая должна быть бесконечно диффе-
ренцируемой, что следует из формулы В. М. Калинина 
(9.4). 

Формулы (9.1) и (9.4) позволяют также построить 
систему дискретных распределений. 

 
9.2. Построение системы дискретных распределе-

ний 

9.2.1. Распределения I типа (u > 0). 

Продифференцируем выражение (8.1) m раз по x и 
подставим m-ю производную в (9.4). В результате полу-
чим формулу, позволяющую вычислять число событий 
с частотой m, т. е. my  при числе испытаний x 

( ) ∏
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=
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0 ,...,2,1,111
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m
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m
m

m m
u

i
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m

y
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α
α

  (9.5) 

где 
( )[ ] .111 1

0
−

= −+= u
u

m xu
u

y α
α

      (9.6) 

В данном случае число разных событий, наступаю-
щих при x испытаниях, ограничено: 0<y<1/ αu, причем, 
1/ αu = n (величина n – это число разных событий, со-
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ставляющих полную группу; сумма вероятностей этих 
событий равна единице). 

Разделив величину ym  на n, получим выражение для 
вероятности наступления событий ровно m раз при x 
испытаниях: nyp mm /=  (при этом удобно разделить на n 
величину 0=my ): 
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= =
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m
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m
m

m m
u

i
xu

xu
m

p
p

α
α         (9.7) 

где 

( )[ ] 10 11 −= −+= u
u

m xup α .           (9.8) 

Исследования показали, что частными случаями рас-
пределения I типа (7) являются: биномиальное – при  
u>1; Пуассона – при u → 1; отрицательное биномиаль-
ное – при 0<u<1 (в том числе геометрическое распреде-
ление – при u = ½). 

 
9.2.2. Распределения II типа (u → 0). 
В данном случае кривая роста разных событий зада-

ется формулой (9.3), на основании которой и формулы 
В. М. Калинина (9.4) имеем 

...,2,1,1
1

=







+

= m
mx

xy
m

m αα
α

        (9.9) 

Разделив (9.9) на (9.3), получим 

( ) .1ln
1

1 xmx
xp

y
y

m

m
m

αα
α

+







+

==      (9.10) 

Последнее распределение известно как распределение 
Фишера по логарифмическому ряду и находит широкое 
применение в биологии [37]. 
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9.2.3. Распределения III типа (- ∞  < u < ∞ ). 
Кривая роста разных событий задается общей форму-

лой (9.1). Из (9.1) и (8.4) имеем 

( ) ,...,3,2,111
11!
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1 =
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m α
α     (9.11) 

где 

( )[ ] .11 1
1

1 −= −+= um xuxy α        (9.12) 

Разделив ym на y, получим выражение для вероятно-
сти pm 
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где 

( )( ) ( )( )
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xuxu
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α      (9.14) 

 
9.3. Оценивание параметров дискретных рас-

пределений 
Чтобы решить эту задачу, вначале необходимо уста-

новить тип распределения. Это можно сделать двумя 
способами, для этого автором разработаны два метода: 
графический и аналитический. 

В первом случае используются графики зависимости  
)(lnln mfym = , которые представлены на рис. 9.1. Из него 

следует, что кривая дискретного распределения 2-го ти-
па при малых частотах  опускается по прямой под углом 
45 градусов; кривая 1-го типа расположена выше кри-
вой 2-го типа, а кривая 3-го типа – ниже этой кривой 
[15] 
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Рис. 9.1. Графики зависимости )(lnln mfym =   

для дискретных распределений1–3-го типов 
 
Аналитический метод. В этом случае используется 

критерий HD, который вычисляется по формуле [21] 

.
1
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1
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−
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m
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y
x

y
x

y
x

HD          (9.15) 

При HD = 1 выравнивающее распределение относится 
ко II-му типу. При HD <1 – к I-му типу. При HD> 1 – к 
III-му типу. 

Далее рассчитываются оценки параметров α, u. В 
случае распределений I типа  

∑
≥

−





=

1

2 1
m

m x
y

x
mα ,                 (9.16)  

n
u

α
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=  ,          (9.17) 

где  
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m
m

m ynymx  
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В случае распределений II типа оценка единственного 
параметра α находится методом простых итераций по 
формуле, которая следует из (9.3) 

( )x
y ii αα +=+ 1ln1

1 ,       (9.18) 

где   i
m

myy α;
1
∑
≥

= – значение параметра α на предыдущем 

шаге итерации. В качестве первого приближения можно 
принять ./1 11 == myα  

В случае распределений III типа (а также I типа) 
оценка параметра u может быть найдена методом ите-
раций по формуле 
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Тогда оценка параметра α равна 
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Таким образом, для оценивания параметров α, u дос-
таточно знать три величины: x, y, ym=1. 

Отметим, что формулы (9.16), (9.19), (9.20) справед-
ливы для распределений трех типов. 

При известных оценках параметров α, u вычисляются 
теоретические значения ym и сравниваются со статисти-
ческими. Расчет осуществляется по рекуррентной фор-
муле 

( )[ ]
( )[ ]( )111

1
1 +−+

−+
=+ mxu

umuxyy mm α
α

 ,              (9.21) 

которая справедлива для распределений всех трех ти-
пов. Вначале по формуле (9.12) вычисляется количество 
событий с частотой m = 1, т. е. ym=1. Далее по формуле 
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(9.21) последовательно находятся значения ym+1 при m = 
1, 2 и т. д. В случае распределений I типа дополнитель-
но вычисляется величина ym=0  по формуле (9.6). 

 
9.4. Кривая роста и статистическая структура 

словаря ключевых слов 

Построенная система дискретных распределений, 
взаимосвязанная с системой кривых роста разных собы-
тий, позволяет легко решать многие задачи. Рассмотрим 
пример. 

За некоторое время эксплуатации БелРАСНТИ (Бело-
русская Республиканская автоматизированная система 
научно-технической информации, которая разрабатыва-
лась в БелНИИНТИ – Белорусском научно-исследова-
тельском институте научно-технической информации и 
технико-экономических исследований ГОСПЛАНА 
БССР) при индексировании документов по автомобиль-
ному транспорту было употреблено у=3786 разных 
ключевых слов при общей их частоте употребления x = 
147644. Количество ключевых слов с частотой m = 1 со-
ставило ym=1 = 1518. По этим трем величинам требуется 
рассчитать: 

– тип аппроксимирующего дискретного закона распре-
деления; 

– оценки параметров u, α дискретного распределения 
и кривой роста разных ключевых слов; 

– кривую роста разных ключевых слов. 
– частотный спектр ключевых слов, т. е. количество 

ключевых слов с частотой употребления 1, 2, …, m раз. 
Установим тип аппроксимирующего дискретного 

распределения. Для этого вычислим по формуле (9.15) 
критерий HD. Он оказался равным 1,854. 

Поскольку HD>1, то искомое распределение относит-
ся к III типу. Далее по формулам (9.19), (9.20) вычисля-
ем оценки параметров u, α: u = -0,601736; α = 
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0,00645759. Частотный спектр описывается формулой 
(9.21). 

Кривая роста разных ключевых слов описывается 
уравнением (9.1), которое при найденных оценках па-
раметров u, α примет вид 

( )[ ]10103435.0135.257 375677.0 −+= xy       (9.22) 

Рассчитанные по формуле (9.22) значения y приведе-
ны в таблице 9.1, графа 3. В той же таблице в графе 2 
даны значения y, восстановленные по частотному спек-
тру ключевых слов с помощью формулы В.М.Калинина 
[6] 
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≥









−−=

1 0
0 ,1

m
m

m

y
x
xyy          (9.23) 

где x, y – текущие значения объемов выборки и словаря 
(x < x0; y < y0; x0 = 147644; y0 = 3786). В таблице приво-
дится также расчетное количество ключевых слов с час-
тотой употребления один и два раза. Все расчеты вы-
полнены по программе автора SDR99. 

 
Таблица 9.1 

Зависимость количества разных ключевых слов  
y от объема выборки x 

Объем  
выборки x 

Количество разных  
ключевых слов y 

Количество ключевых 
слов с частотой 

По  
частотному 

спектру 

По формуле 
(9.22) 

Один  
раз Ym = 1 

Два  
раза Ym = 2 

10000 1222 1218 549 170 

20000 1671 1654 714 222 

30000 1988 1967 833 259 

40000 2240 2220 928 289 

50000 2454 2436 1010 315 

80000 2963 2955 1205 376 
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Объем  
выборки x 

Количество разных  
ключевых слов y 

Количество ключевых 
слов с частотой 

По  
частотному 

спектру 

По формуле 
(9.22) 

Один  
раз Ym = 1 

Два  
раза Ym = 2 

100000 3239 3236 1311 409 

147644 3786 3786 1518 474 

200000  4274 1702 531 

500000  6135 2401 749 

1000000  8037 3116 972 

1500000  9401 3628 1133 

2000000  10503 4042 1262 

 
Анализ данных таблицы 9.1 показывает, что макси-

мальная относительная ошибка формулы (9.22) соста-
вила около 1%, и это при условии, когда оценки пара-
метров u, α вычислялись всего лишь по трем величинам: 
x, y, ym=1. 

Формула (9.1) позволяет прогнозировать рост словаря 
ключевых слов в зависимости от количества заиндекси-
рованных документов D, а также полноту словаря, что 
важно знать при ведении информационно-поискового 
тезауруса. Для этого достаточно в формуле (9.1) заме-
нить величину x на произведение Dh, где h – глубина 
индексирования. Ее можно оценить количеством клю-
чевых слов, приходящихся в среднем на один поиско-
вый образ документа. 

Полноту словаря ключевых слов будем измерять ве-
роятностью непоявления нового ключевого слова в точ-
ке с координатами (x;y) кривой роста, т. е. функцией 
распределения вероятностей новых событий ),( yF  при 
этом  .)()( xFyF = Новым будем считать любое слово при 
первом его употреблении для индексирования документа. 

Полнота словаря рассчитывается по формуле (9.12). 
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,1)()( dx
dyxFyF −==          (9.24) 

где первая производная dy/dx равна вероятности появ-
ления нового слова. 

Дифференцируя выражение (9.1) и подставляя пер-
вую производную в (9.24), получим 

( ) ,11)(
1
uyuyF α−−=  

( )( ) .111)( 1
1
−−−−= uxuxF α  

Последние две формулы позволяют вычислять значе-
ния величин y, x, при которых будет достигнута задан-
ная полнота )()( xFyF = : 

( )[ ],)(111 uyF
u

y −−=
α

 

( )[ ].)(11
)1(

1 1−
−−

−
=

uxF
u

x
α

 

Полноту словаря объемом y можно также выразить 
через число ключевых слов с частотой употребления 
один раз [12] 

,1)( 1

x
y

yF m=−=  

где ym=1 можно взять из частотного словаря ключевых 
слов. Эта формула следует из (9.24) и (9.4) при m = 1. 

В таблице 9.2 приведены частоты употребления и ко-
личество ключевых слов с указанной частотой. Стати-
стические и расчетные данные, вычисленные по про-
грамме SDR99, достаточно близки между собой. 

Система дискретных распределений, взаимосвязанная 
с системой кривых роста разных событий, может быть 
использована во всех тех случаях, когда речь идет о по-
следовательности независимых испытаний и частота 
появления разных событий подчиняется одному из дис-
кретных законов, описанных в настоящем разделе. 
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Использование системы непрерывных распределений 
наряду с системой дискретных распределений, а также 
кривых роста и компьютерных программ, т. е. исполь-
зование теории обобщенных распределений в целом по-
зволяет описать все многообразие статистических рас-
пределений и кривых роста, которые встречаются в 
библиотечно-информационной деятельности. 

С помощью математико-статистических моделей, 
наиболее точно аппроксимирующих статистические за-
кономерности, из библиотечной (и любой другой) ста-
тистики может быть извлечена наиболее полная, объек-
тивная и ценная информация. При этом теория требует 
наличия определенных статистических данных. Так, 
при статистическом учете количества книговыдач, ко-
личества абоненто-запросов и т. д. совершенно необхо-
димо вести учет количества разных наименований вы-
данных книг, разных запросов и т. д. Только в этом слу-
чае может быть построена статистическая кривая роста 
разных событий. Анализ такой кривой дает объектив-
ную информацию, необходимую при решении различ-
ных задач. Это оптимизация комплектования фонда, 
оценка его полноты, анализ использования, оценка со-
стояния и прогнозирование. 

 
Таблица 9.2  

Количество ключевых слов ym с заданной частотой m 

Частота m 
Количество слов  

по факту 
Количество слов  

по расчету 
Ym Сумма Ym Ym Сумма Ym 

1 2 3 4 5 
1 1518 1518 1518 1518 
2 450 1968 473,6 1991,6 
3 229 2197 256,2 2247,8 
4 144 2341 168,0 2415,8 
5 136 2477 121,7 2537,5 
6 119 2596 93,7 2631,2 
7 77 2673 75,3 2706,5 
8 66 2739 62,3 2768,8 
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Частота m 
Количество слов  

по факту 
Количество слов  

по расчету 
Ym Сумма Ym Ym Сумма Ym 

9 72 2811 52,7 2821,5 
10 55 2866 45,4 2866,9 
11 47 2913 39,7 2906,6 
12 38 2951 35,2 2941,8 
13 41 2992 31,4 2973,2 
14 27 3019 28,3 3001,5 
15 25 3044 25,7 3027,2 
16 и > 742 3786 758,8 3786 

 
Использование системы непрерывных распределений 

позволяет вычислять наилучшее аппроксимирующее 
распределение, в том числе ранговое, находить универ-
сальные законы рассеяния и старения публикаций. На 
базе универсального закона рассеяния можно дать ма-
тематически точную формулировку закона Бредфорда, 
вычислить границы ядра и зон рассеяния, доли статей в 
каждой зоне. 

По всем разделам теории обобщенных распределений 
автором созданы компьютерные программы, которые 
апробированы на большом статистическом материале в 
течение длительного времени – с 1990 г. 

Использование теории обобщенных распределений 
гарантирует высокую экономическую эффективность 
статистических методов во всех практических прило-
жениях, в том числе в библиотечно-информационной 
деятельности, в системах управления качеством, в на-
учных исследованиях. 

Возьмем из табл. 9.2 расчетные данные о частоте 
ключевых слов и их количестве, вычисленном по дис-
кретному распределению 3-го типа автора. По этим 
данным построим график зависимости f(LNm)LNYm = . 

Из построенного графика видно, что эта зависимость 
близка к уравнению прямой, т. е. фактически имеем за-
кон Лотки. Но теоретическая указанная зависимость 
имеет точку перегиба, что четко видно на представлен-
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ном рис. 9.1. И, следовательно, в окрестности этой точ-
ки действительно можно провести прямую, но только 
на некотором ограниченном с двух сторон от этой точки 
интервале. При увеличении частоты m точки все дальше 
рассеиваются от указанной прямой и не ложатся на 
прямую. В доказательсто этого факта приведем еще 
один график (рис. 9.2) из учебного пособия автора [27]. 
В этом случае статистические данные полные – учтены 
словосочетания с частотами от 1 до 107. 

Итак, закон Лотки получил теоретическое обоснова-
ние – он является следствием свойств дискретного рас-
пределения 3-го типа В. Нешитого. 

Однако это не значит, что закон Лотки выполняется 
всегда. В моей диссертационной работе [14] рассмотрен 
случай дискретного статистического распределения на-
учных работников по продуктивности по данным 
Л. С. Козачкова, которые подчиняются дискретному 
распределению первого типа, и следовательно, график 
зависимости f(LNm)LNYm =  имеет вид выпуклой кверху 
кривой (см. рис. 9.1 верхняя кривая). 

В то же время закон Ципфа не подтверждается систе-
мами непрерывных распределений автора, а также ста-
тистическими ранговыми распределениями, которые в 
системе координат )(ln rfrpr =  всегда имеют колоколооб-
разную форму с модой и двумя точками перегиба, а по 
закону Ципфа должна быть прямая, которая не содер-
жит никаких характерных точек; но именно их наличие 
позволяет вычислять границы ядра и зон рассеяния.  
При использовании словесной формулировки от 1948 г. 
закона рассеяния Бредфорда еще никому не удалось 
точно вычислить границы ядра и зон рассеяния, хотя 
это легко сделать по закону Вейбулла. 

Таким  образом, для точной аппроксимации статисти-
ческих распределений (непрерывных и дискретных) не-
обходимо использовать Теорию обобщенных распреде-
лений. 
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Рис. 9.1. Диаграмма Лотки  4944,1
1Y

Ym
m

= ;  

LNm4944,1LNYLNYm 1 −=  

 
Рис. 9.2. Распределение словосочетаний в английском газетном 
тексте по дискретному распределению 3-го типа В. Нешитого 
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10. МЕТОД НАИБОЛЬШЕГО ПРАВДОПОДОБИЯ,  
УСТОЙЧИВЫЙ МЕТОД И ЭНТРОПИЯ 

 
10.1. Метод наибольшего правдоподобия  
Для нахождения оценок параметров аппроксими-

рующих распределений Р. Фишер в 1912 г. предложил 
метод наибольшего (максимального) правдоподобия. 
Суть его сводится к тому, что наступившие события 
имели наибольшую вероятность наступить при задан-
ном комплексе условий. Вероятность совместного на-
ступления событий при условии их независимости рав-
на произведению вероятностей наступивших событий. 
Она  также   будет   максимальной.   Это   произведение 
называется функцией правдоподобия, т. е. ∏

=

=
n

i
jixfL

1

),( θ .   

Чтобы  упростить расчеты  по  нахождению  оценок  
параметров  jθ   аппроксимирующих распределений, рас-
сматривают не произведение вероятностей наступив-
ших событий, а сумму логарифмов вероятностей этих 
событий, которая также будет максимальной. Таким путем 
получают логарифмическую функцию правдоподобия 

 ∑
=

=
n

i
jixfL

1

),(lnln θ .       (10.1)  

Дифференцируя ее по параметрам jθ  и приравнивая 
частные производные нулю, получают систему уравне-
ний правдоподобия, решая которую, находят оценки 
параметров. Однако здесь следует отметить, что в слу-
чае распределений с тремя и тем более с четырьмя па-
раметрами получаются весьма сложные уравнения, ре-
шение которых сопряжено с большими трудностями. 
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10.2. Модифицированный метод наибольшего прав-
доподобия 

В качестве логарифмической функции правдоподобия 
для непрерывных распределений может быть принято 
математическое ожидание логарифма плотности распре-
деления [10.1], которое также будет максимальным, т. е. 
 [ ] ( )maxlnln)(ln LLxpM == .            (10.2) 

Использование этой функции правдоподобия позво-
ляет значительно проще решать различные задачи, на-
пример, вычислять оценки параметров. 

Рассмотрим пример на вычисление M[lnp(x)]. Лога-
рифмическую функцию правдоподобия можно вычис-
лить двумя способами. Первый традиционный способ – 
это ее вычисление путем интегрирования 
 [ ] [ ]∫= dxxpxpxpM )()(ln)(ln .         (10.3) 

Пусть плотность p(x) задается четырехпараметриче-
ской формулой [15] 

 ( ) 11

1
Г(1/u)Г(k)

1/u)(k)()( −
−

+
= uxxk

k

ueeГuxp ββ ααβ ,      (10.4) 

которая относится к первому типу первой системы не-
прерывных распределений. 

Тогда логарифмическая функция правдоподобия бу-
дет выражаться интегралом 

[ ] ( )∫ 







−−++

+
= dxxpueuxkГuxpM x

k

)(1ln)1/1(
Г(k)Г(1/u)

1/u)(k)(ln)(ln βαβαβ , 

где плотность p(x) задается формулой (10.4). 
При втором способе используется метод дифферен-

цирования [31]. 
Прологарифмируем плотность распределения (10.4) 

( )xue-11)ln-(1/uxkГ(1/u)ln-Г(k)ln-1/u)(klnlnln)(ln βαβαβ +++++= Гukxp . 
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На основании последнего равенства запишем лога-
рифмическую функцию правдоподобия 

 

[ ]
( )[ ] .ue-1lnM1)-(1/u

M(x)kГ(1/u)ln-Г(k)ln-1/u)(klnlnln)(lnln
xβα

βαβ

+

+++++== ГukxpML
(10.5) 

Возьмем от функции (10.5) частные производные по 
параметрам α, β, k, u и приравняем их нулю. В результа-
те получим четыре уравнения правдоподобия с четырь-
мя неизвестными параметрами. Решив систему уравне-
ний правдоподобия, найдем оценки параметров по ме-
тоду наибольшего правдоподобия. Итак, частные про-
изводные по параметрам задаются системой уравнений 
правдоподобия 
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Полученные уравнения можно несколько упростить. 
Так, из первого уравнения правдоподобия имеем 

 








−

−= x

x

ue
eMuk β

β

α
α

1
)1( .        (10.7) 

Умножив четвертое уравнение правдоподобия на u, 
получим 

( )[ ] 0
1

)1(1ln11111
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 ++ x

x
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ααψψ . 

С учетом (10.6) последнее равенство примет вид 

 
( )[ ] 01ln11
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 + xueM

uu
k βαψψ .        (10.8) 

(10.6) 
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Перепишем систему уравнений правдоподобия для 
первого типа распределений, заданных плотностью (10.3) 
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        (10.9) 

С учетом двух последних уравнений системы (10.9) 
логарифмическая функция правдоподобия запишется в 
окончательном виде [29] 

[ ] ( )
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+
+==

u
k

uuu
kkk

Г
uГxpML 11111)(

Г(1/u)(k)
/1klnln)(lnln ψψψψβ         

(10.10) 

Таким образом, логарифмическая функция правдопо-
добия получена достаточно простым способом без ин-
тегрирования. 

Из (10.10) следует, что логарифмическая функция 
правдоподобия зависит от трех параметров: β, k, u. Она 
может быть вычислена по этой формуле для распреде-
лений первого типа не только первой системы непре-
рывных распределений, но и второй и третьей систем, 
если их привести к форме плотности p(x), т. е. предста-
вить в виде tp(t)=f(lnt), yp(y)lny=f(lnlny). 

 
10.2.1. Оценивание параметров по методу наиболь-

шего правдоподобия 

Рассмотрим случайную величину 
  XueZ βα=           (10.11) 

и найдем плотность распределения случайной величины 
Z по известной формуле p(z)=p(x)(dx/dz)=p(x)/(dz/dx). 
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Первая производная от z по x равна xeudxdz ββα=/ . То-
гда из плотности (10.3) получим 

 
11

1 )1(
Г(1/u)Г(k)

1/u)k()(
−− −

+
= uk zzГzp ,      (10.12) 

т. е. имеем известное бета-распределение. 
Приведем плотность (10.12) к форме плотности 

(10.3), т. е. представим ее в форме zp(z)=f(lnz): 

 ( ) 11
lnln 1

Г(1/u)Г(k)
1/u)(k)( −

−
+

= uzzk eeГzzp . 

Запишем для последней плотности логарифмическую 
функцию правдоподобия 
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(10.13) 

Найдем уравнения правдоподобия. 
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Из первого уравнения правдоподобия имеем 
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kkzM 1)()(ln ψψ .        (10.14) 

Из второго уравнения правдоподобия находим 
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u
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u
zM 11)1ln( ψψ .       (10.15) 

Логарифмическая функция правдоподобия (10.12) с 
учетом формул (10.13) и (10.14) перепишется в виде 
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Из сопоставления функций правдоподобия (9) и (15) 
следует, что первая из них зависит от трех параметров  
β, k, u, а вторая – только от двух параметров k, u. 

На основании формул (10.10) и (10.16) можем запи-
сать равенство 
 [ ] [ ])(lnln)(ln zzpMxpM += β ,     (10.17) 

которое справедливо также для других типов распреде-
лений. 

Равенство (10.17) позволяет вычислять оценку пара-
метра β при известных оценках двух параметров формы 
k, u 

 
[ ] [ ]

[ ]

[ ]
.

.
)(ln

)(ln
)(ln)(ln

zp(z)
)(

геом

геом
zzpM

xpM
zzpMxpM xp

e
ee === −β .   (10.18) 

Перепишем далее третье уравнение правдоподобия 
системы (8) с учетом формулы (9.13) 
 uzMxM αβ ln)(ln)( −= . 

Отсюда найдем оценку произведения αu: 

 
)()(ln xMzMeu βα −= .       (10.19) 

Входящие в формулы (10.18), (10.19) величины 
M(lnzp(z)) и  M(lnz) зависят от двух параметров формы 
k, u. Они вычисляются по формулам (10.16) и (10.14). 
Другие величины – M(lnp(x)) и M(x) – в общем случае 
зависят от четырех параметров, но эти величины вы-
числяются по статистическому распределению. 

Таким образом, остается невыясненным вопрос о вы-
числении типа аппроксимирующего распределения и 
оценок параметров k, u по двум показателям, зависящим 
от этих параметров. Нахождение таких показателей явля-
ется наиважнейшей задачей любого метода оценивания. 
Успешное решение этой задачи позволяет отказаться от 
выдвижения гипотез о виде аппроксимирующего рас-
пределения и проверки каждой из них по критериям со-
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гласия. Наличие таких показателей позволяет вычис-
лять наилучшее аппроксимирующее распределение из 
трех систем непрерывных распределений автора без 
выдвижения гипотез, легко решать другие задачи. 

В случае метода наибольшего правдоподобия такие 
показатели можно получить из равенства (10.17) в виде 
центральных моментов второго-четвертого порядков 

( )[ ] ( )[ ]rr
r zzpMzzpMxpMxpM )(ln)(ln)(ln)(ln −=−=µ ,      (10.20) 

которые зависят от двух параметров формы k, u. Если 
эти показатели окажутся неподходящими, можно вос-
пользоваться показателями B, H устойчивого метода 
для вычисления типа аппроксимирующего распределе-
ния и нахождения оценок параметров k, u. Оценки ос-
тальных двух параметров (β, α или произведения αu) 
вычисляются по простым формулам, например, в случае 
распределений первого типа – по формулам (10.18) и 
(10.19). 

 
10.2.2. Устойчивый метод 

Устойчивым называется метод оценивания парамет-
ров, который не чувствителен к выбросам на концах 
статистического распределения. 

Рассмотрим плотности (10.3) и (10.11). Случайные 
величины X и Z связаны соотношением (10.11) 

 XueZ βα= . 

Базой устойчивого метода является равенство, уста-
навливающее взаимосвязь между плотностями p(x) и 
p(z). Найдем его. 

Поскольку ,/1/),/()()( zdzdxdzdxxpzp β== то 
zxpzp β/)()( = , откуда и следует искомое равенство 

 )()( zzpxp β= .        (10.21) 
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Запишем на основе (9.20) новые равенства 

 [ ] [ ]rrr zzpMxpM )()( β=       (10.22) 

или 
 )()( z

r
rx

r SS β= .       (10.23) 

При известных оценках параметров k, u оценка пара-
метра ß устойчивого метода задается равенством (при 
r=1 в формулах (10.22), (10.23)) 

 
[ ]
[ ] )(

1

)(
1

)(
)(

z

x

S
S

zzpM
xpM

==β .       (10.24) 

Здесь математическое ожидание плотности p(x) заме-
няется средним его значением, которое вычисляется по 
статистическому распределению. 

Логарифмируя равенство (10.21) и переходя к мате-
матическим ожиданиям, получим формулу (10.17), ко-
торая является базой метода наибольшего правдоподо-
бия. Из формулы (10.17) оценка наибольшего правдо-
подобия параметра β равна отношению средних геомет-
рических значений величин p(x) и zp(z). Отсюда следу-
ет, что оценки параметра β, вычисленные по обоим ме-
тодам, должны быть практически одинаковыми. Оценка 
параметра α (или произведения αu) вычисляется в обоих 
методах по одним и тем же формулам. 

Итак, устойчивый метод близок к методу наибольше-
го правдоподобия, но в то же время он значительно 
проще последнего. Устойчивый метод обладает тем не-
сомненным преимуществом перед методом наибольше-
го правдоподобия, что для него разработаны два пока-
зателя (асимметрии B и островершинности H), с помо-
щью которых по заранее построенной бинарной сетке 
(номограмме) легко вычисляются аппроксимирующие 
распределения и оценки двух параметров формы k, u 
[14–21]. Для метода наибольшего правдоподобия такие 
показатели еще предстоит разработать. С другой сторо-
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ны, метод наибольшего правдоподобия позволяет легко 
выражать через параметры распределения математиче-
ское ожидание логарифма плотности распределения. 
Например, для плотности p(x) (см. формулу (10.3)) ве-
личина M[lnp(x)] задается формулой (10.10). Эту вели-
чину можно использовать как естественный критерий 
близости статистического распределения и вычисленно-
го закона распределения. По найденным оценкам пара-
метров β, k, u следует вычислить теоретическое значе-
ние величины M[lnp(x)] и сравнить его с эмпирическим 
значением )(ln xp , рассчитанным непосредственно по ста-
тистическому распределению. Оба значения должны 
практически совпадать. 

 
Энтропия 
В качестве меры неопределенности системы принята 

энтропия. В случае непрерывных распределений она 
представляет собой математическое ожидание лога-
рифма плотности, взятое с обратным знаком. Другими 
словами, энтропия – это взятая с обратным знаком ло-
гарифмическая функция правдоподобия (10.2), т. е. 
 [ ])(ln xpMH x −= .      (10.25) 

Рассмотрим единицы измерения энтропии. В приве-
денной формуле логарифм плотности взят по основа-
нию e=2.71828…. В данном случае в качестве единицы 
измерения энтропии принят «нат». При основании 10 
единица измерения энтропии называется «дит», а при 
основании 2 – «бит». 

С энтропией связано понятие информации. Количест-
во полученной информации о системе уменьшает эн-
тропию системы на это количество информации. Если о 
системе известно все, то количество информации равно 
энтропии этой системы, т. е. xx HI = [6]. 
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Рассмотрим один способ извлечения информации из 
ранговых распределений. Пусть ранговое распределе-
ние задано плотностью 

 
βαββα tk

k

et
Г

tp −−= 1

(k)
)( ,       (10.26) 

которая относится ко второму типу второй системы не-
прерывных распределений автора. Запишем логариф-
мическую функцию правдоподобия 

[ ] )M(t-1)M(lnt)-(k(k)lnlnln)(lnln βαβαβ +−+== ГktpML .  (10.27) 

Для того чтобы выразить ее через параметры распре-
деления, найдем уравнения правдоподобия: 

 

( )

( )

.0)(ln)(lnln

;0ln)(ln1ln

;0ln

=+−=
∂

∂

=−+=
∂
∂

=−=
∂
∂

tMk
k

L

ttMtMkL

tMkL

βψα

α
ββ

αα
β

β

 

Из первого и последнего уравнений правдоподобия 
имеем 
 ( )βα tMk = ,         (10.28) 

 [ ]αψ
β

ln)(1)(ln −= ktM .       (10.29) 

Подставляя значения величин k, M(lnt) в формулу 
(9.26), найдем 
 [ ] M(lnt)-k-(k)k(k)lnln)(lnln ψβ +−== ГtpML .   (10.30) 

Следовательно, энтропия плотности (9.25) равна 
 [ ] βψ ln-(k)k-k(k)ln)(ln)(ln)( ++=−= ГtMtpMH tp .  (10.31) 

Пусть параметры рангового распределения (10.26) 
равны: α=0,5; β=0,4; k=2. Вычислим его энтропию. Для 
этого найдем вначале M(lnt) по формуле (10.29) 
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[ ] [ ] 789829,25,0ln)2(
4,0

1ln)(1)(ln =−=−= ψαψ
β

ktM . Здесь значение 

пси-функции Ψ(2)=0,4227843 взято из таблицы [23, 

с. 53]. Тогда  

[ ] 4,860552ln0,4-(2)2-2(2)ln773655,2)(ln)( =++=−= ψГtpMH tp  (нат). 

Преобразуем далее плотность (10.26) к форме соот-
ветствующей плотности p(x) первой системы непре-
рывных распределений, т. е. представим плотность p(t) 
в виде tp(t)=f(lnt), где tp(t)=p(x), lnt=x 

 
tetk

k

ee
Г

ttp
lnln

(k)
)(

βαββα −= .        (10.32) 

Запишем для нее логарифмическую функцию правдо-
подобия 

[ ] ( )lnteM-M(lnt)k(k)lnlnln)(lnln βαβαβ +−+== ГkttpML . (10.33) 

Выраженная через параметры распределения, она 
равна 
 [ ] k-(k)k(k)lnln)(lnln ψβ +−== ГttpML .    (10.34) 

Следовательно, энтропия плотности (9.31) равна 
 [ ] βψ ln-(k)k-k(k)ln)(ln)( +=−= ГttpMH ttp .    (10.35) 

Сравнивая это равенство с (10.31), имеем 
)(ln)()( tMHH tpttp −= ,                        (10.36) 

т. е. энтропия (степень неопределенности) плотности 
tp(t)=p(lnt)=p(x) оказалась меньше энтропии плотности 
p(t) на величину M(lnt)=2,7898287 и составила 

0707223,2)( =ttpH (нат), т. е. меньше энтропии )(tpH  в 2,347 
раза. 

Таким образом, приведение второй системы непре-
рывных распределений к форме первой системы умень-
шает энтропию второй системы. 
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Аналогично приведение третьей системы непрерыв-
ных распределений к форме второй системы (или пер-
вой) также уменьшает их энтропию. 

Что касается ранговых (убывающих) распределений, 
то здесь наиболее ярко проявляется уменьшение энтро-
пии, или появление новой информации в виде трех ха-
рактерных точек: моды и двух точек перегиба, – кото-
рые позволяют объективно разделить ранговое распре-
деление на ядро и три зоны рассеяния [14, 15, 18]. Дей-
ствительно, убывающее ранговое распределение, буду-
чи представленным в виде графика зависимости 
tp(t)=f(lnt), превращается в одномодальную кривую рас-
пределения с тремя характерными точками, которые 
нельзя обнаружить непосредственно на убывающей 
кривой. 

Два метода оценивания параметров (универсальный 
метод моментов и общий устойчивый метод) разрабо-
таны автором для первой системы непрерывных рас-
пределений, заданной плотностью p(x), а другие систе-
мы непрерывных распределений при нахождении оце-
нок параметров по этим методам приводятся к первой 
системе. Это преобразование уменьшает энтропию рас-
пределений второй и третьей систем и позволяет нахо-
дить оценки их параметров методом, пригодным для 
первой системы непрерывных распределений. 

Действительно, метод моментов не может быть при-
менен непосредственно к плотности (10.26), где значе-
ния случайной величины T возводятся в степень β. Но 
после преобразования той же плотности к виду (10.32) 
параметр β уже не является степенью случайной вели-
чины T, при этом вычисляются моменты не самой слу-
чайной величины T, а ее логарифма. Фактически в этом 
случае находятся оценки параметров плотности 

 
xexk

k

ee
Г

xp
βαββα −=

(k)
)( , 
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где x=lnt, p(x)=tp(t)=p(lnt) [30]. Найденные оценки яв-
ляются также оценками параметров исходной плотно-
сти p(t), которая задана формулой (10.26). 

 
В заключение следует отметить, что оба метода оце-

нивания параметров четырехпараметрических распре-
делений базируются на одном и том же равенстве 
 )()( zzpxp β= , 

где плотность p(x) зависит от четырех параметров, а 
плотность p(z) – от двух. 

В методе наибольшего правдоподобия используется 
логарифмическая форма приведенного равенства. 

Устойчивый метод позволяет вычислять закон рас-
пределения на базе четырехпараметрических систем 
непрерывных распределений с помощью показателей 
асимметрии B и островершинности H. Оценки послед-
них находятся по статистическому распределению и за-
висят от двух параметров формы. Тип распределения и 
оценки параметров формы находятся по заранее по-
строенной бинарной сетке (номограмме) [25]. 

В методе наибольшего правдоподобия такие показа-
тели отсутствуют. Поэтому вид аппроксимирующего 
распределения подбирается традиционным методом – 
путем выдвижения гипотез. 

Логарифмическая функция правдоподобия, заданная 
формулой [ ])(lnln xpML =  и взятая с обратным знаком, 
представляет собой энтропию. 

При преобразовании распределений второй системы к 
форме первой системы энтропия плотности уменьшает-
ся, т.е. появляется новая информация. 

В главе 10 исследована близость двух методов оцени-
вания параметров непрерывных распределений – наи-
большего правдоподобия Р. Фишера и устойчивого ме-
тода автора. Показано, что оба метода базируются 
на одном и том же равенстве )()( zzpxp β= , устанавли-
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вающем взаимосвязь между обобщенной  плотностью 
p(x) и двухпараметрической плотностью p(z). В методе 
наибольшего правдоподобия используется логарифм 
этого равенства. Показывается, что логарифмическая 
функция правдоподобия, взятая с обратным знаком, 
представляет собой энтропию распределения. При 
преобразовании распределений второй системы к фор-
ме первой энтропия плотности уменьшается, т. е. по-
является новая информация. 
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11. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
 

Знание характерных особенностей каждой системы 
непрерывных распределений позволяет осуществлять 
прогноз распределения. 

Рассмотрим вторую систему непрерывных распреде-
лений. 

 
11.1. Вторая система непрерывных распределений 

Пусть распределение случайной величины Т задано 
обобщенной плотностью  

( ) 11
1 1

−β−β α−= uk  utNt)t(p   

с известными оценками параметров. Пусть далее из-
вестно, что все значения ti (i = 1,2,…, n) увеличатся в С 
раз. 

Требуется найти распределение случайной величины 
Т*=Т⋅С. 

Поскольку t=t*/C, dt/dt*=1/C, то 

C
)t(p

*dt
dt)t(p*)t(p ==        (11.1.1) 

или 
11

1
1

−
β

β

−β

β 






 α
−=

u*k*
k ut

C
t

C
N*)t(p .      (11.1.2) 

Введя обозначения 

ββ
α

=α=
C

*  ,
C

N*N k ,       (11.1.3) 
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Плотность (11.1.2) можно переписть в виде 
11

1
1

−β−β





 α−= u**k*** uttN)t(p .     (11.1.4) 

Увеличение случайной величины Т в С раз приводит 
к уменьшению параметра α и нормирующего множите-
ля N. При этом плотность распределения р(t) умень-
шается в С раз, а произведение tp(t), а  также среднее 
значение )t(tp  остаются без изменения. Это значит, 
что форма кривой распределения ),t(lnp)t(tp =  а также 
характеризующие ее показатели не изменяются, при 
этом остается справедливым равенство  F(t*)=F(t). 

Таким же путем найдем, что при увеличении в С раз 
случайной величины Y вторая и третья плотности 
второй системы непрерывных распределений при-
мут вид 

( ) ( )[ ]
11

1 1
−

− −α−−=
uk* *l*ylnu*l*yln

*y
N)y(p    (11.1.5) 

 где  
Clnl*l += ;       (11.1.6) 

112
1

−













 −α−= u*  yln*ylnu

*y
N*)y(p ,    (11.1.7)  

где  
 Clnyln*yln += .       (11.1.8) 

Рассмотрим характерный пример. В табл. 11.1.1. при-
ведены статистические данные о распределении населе-
ния СССР по среднедушевому совокупному доходу 
[Аргументы и факты. № 32. 1989 г.] за 1980, 1985 и 
1988 г. 
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Таблица 11.1.1. 
Распределение населения страны  

по среднедушевому совокупному доходу,  
в % к итогу (расчет по данным обследования  

90 тыс. семейных бюджетов) 

Интервал в руб. 
Год 

1980 1985 1988 
До 50 

50-75 

75-100 

100-125 

125-150 

150-175 

175-200 

200-250 

>250 

7,3 

18,5 

23,2 

19,5 

13,2 

8,2 

4,7 

4,1 

1,3 

4,3 

13,6 

19,8 

19,3 

15,0 

10,4 

6,7 

6,9 

4,0 

2,9 

9,7 

15,7 

17,6 

15,7 

12,2 

9,0 

10,1 

7,1 

Итого       100%   100%     100% 

 
Найдем выравнивающее распределение по статисти-

ческому интервальному ряду за 1980 г. По программе 
SNR2V97 имеем: [16] 

441297102158805963994 ,H  ;,B  ;,tln === . 
 
Выравнивающее распределение задается обобщенной 

плотностью 

u/ )ut(
Nt)t(p

11

1

1 −β

−γ

α−
=        (11.1.9)  

и относится к III типу. Оценки параметров и норми-
рующего множителя равны: 

.10852922,3  ;0793593,0
;020293,5  ;399491,1  ;1023884,5

9

4

−

−

⋅=−=

==⋅−=

Nu
u γβα
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Рассчитаем по формуле (11.1.9) при известных оцен-
ках параметров значения плотности р(t) в серединах ин-
тервалов. Для того, чтобы сравнить выравнивающее и 
статистическое распределения, умножим значения 
плотности p(t) на ширину интервала (h = 25). Получим 
относительные частоты интервалов. 

Результаты расчетов сведены в табл. 11.1.2 графы 1,2. 
 

Таблица 11.1.2 
Расчетные относительные частоты интервалов 

Интервал  
в руб. 

Год 
1980 

(выравнивание) 
1985 

(прогноз) 
1988 

(прогноз) 
0- 25 

25- 50 
50- 75 

0,0019 
0,0688 
0,1871 

0,0010 
0,0418 
0,1340 

0,0006 
0,0264 
0,0959 

75-100 
100-125 
125-150 

0,2306 
0,1948 
0,1339 

0,1952 
0,1936 
0,1544 

0,1590 
0,1789 
0,1608 

150-175 
175-200 
200-225 

0,0816 
0,0464 
0,0254 

0,1079 
0,0695 
0,0425 

0,1257 
0,0897 
0,0602 

225-250 
250-275 
275-300 
300-325 

0,0136 
0,0072 
0,0039 
0,0021 

0,0252 
0,0146 
0,0084 
0,0049 

0,0389 
0,0245 
0,0152 
0,0093 

 

Найдем далее по данным таблицы 8.3.1 средние зна-
чения логарифмов среднедушевого дохода за 1985 и 
1988 гг. Они оказались равными соответственно 
4,732163 и 4,850433, откуда находим, что среднедуше-
вой доход в 1985 г. вырос в среднем в 1,145358 раза, а в 
1988 г. – в 1,289216 раза по сравнению с 1980 годом. 

Чтобы спрогнозировать распределение среднеду-
шевого дохода населения на 1985 и 1988 г. по его 
распределению за 1980 г., достаточно вычислить но-
вые значения нормирующего множителя N  и произ-
ведения αu (см. формулы (8.3.13), где kß = γ): 
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βγ αα CuuCNN /*  ;/* == . 
При С = 1,145358 они равны: 

49 10332588,4*;1094934,1* −− ⋅−=⋅= uN α . 
При С = 1,289216 они равны: 

49 10671431,3*;10076274,1* −− ⋅−=⋅= uN α . 
Оценки параметров ß, γ, u – те же, что и в вырав-

нивающем распределении дохода за 1980 г. 
В табл. 11.1.2 приведены расчетные значения относи-

тельных частот интервалов (прогноз) на 1985 и 1988 г. 
(графы 3, 4). 

Ожидаемые распределения на 1985 и 1988 г. можно 
также получить с помощью Программы по стати-
стическому распределению за 1980 г., если середину 
и ширину каждого интервала увеличить в С раз, ос-
тавив без изменения частоту (долю) интервала, что 
вытекает из формулы (8.3.11). 

Из нее же следует, что на базе статистического ин-
тервального ряда распределения населения по средне-
душевому совокупному доходу за 1980 г. (см. табл. 
11.1.1) можно построить новый (ожидаемый) интер-
вальный ряд распределения с учетом коэффициента 
роста С. Для этого достаточно увеличить в С раз 
границы, середину и ширину всех интервалов, оста-
вив без изменения долю интервалов. Тогда значения 
эмпирической плотности в связи с ростом ширины 
интервалов уменьшатся в С раз. 

Полученное распределение и будет ожидаемым на 
некоторый период упреждения r, когда среднедушевой 
совокупный доход вырастет в С раз по сравнению с 
1980-м годом. 

На рис. 11.1.1 (а, б, в) представлены гистограммы, по-
строенные по статистическим данным, и непрерывные 
кривые htptm ⋅= )()(  при h=25 (на рис. а – выравниваю-
щая кривая, полученная непосредственно по статисти-
ческому интервальному ряду за 1980 г.; на рис. б, в – 
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прогнозируемые непрерывные кривые). Расчетные и 
статистические данные находятся в хорошем согласии 
между собой. 

Чтобы оценить уровень жизни населения, необходи-
мо сопоставить приведенные интервальные ряды рас-
пределения (эмпирические или расчетные) с мини-
мальным потребительским бюджетом  в одни и те же 
моменты времени. 

Рис. 11.1.1. Статистические (представлены гистограммами)  
и теоретические распределения среднедушевого  

дохода населения (на рис. а изображено выравнивающее  
непрерывное распределение;  

на рис. б, в – прогнозируемые распределения) 
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Знание закона распределения совокупного дохода по-
зволяет также осуществлять различные расчеты, в том 
числе давать прогноз. 

Выше отмечалось, что с ростом величины t в С раз 
( Ct*t ⋅= ) функция распределения не изменяется, т. е. 
F(t*) = F(t). 

Это дает возможность прогнозировать долю насе-
ления с заданным совокупным доходом, например, до 
одного минимального потребительского бюджета 
(МПБ), двух МПБ, S МПБ. 

Пусть совокупный доход населения (СД) растет по 
показательному закону с темпом роста QСД в единицу 
времени r (год, месяц), а МПБ – с темпом роста QМПБ. 

Пусть далее доля населения с совокупным доходом 
СД0 на момент времени t0 равна F(t0) = α. 

Минимальный потребительский бюджет на тот же 
момент времени равен МПБ0. 

Найдем период времени r, через который будет вы-
полняться равенство (11.1.10) [52]. 

СДΜΠБS =⋅ .               (11.1.10) 

Через r единиц времени S-кратный МПБ будет равен 
r
МПБQМПБSМПБS ⋅⋅=⋅ 0 ,             (11.1.11)  

а совокупный доход равен 
r
СДQСДСД ⋅= 0 .                (11.1.12 

Приравнивая два последних равенства, найдем 

МПБ

СД

Q
Q

ln

СД
МПБS

ln
r 0

0⋅

= .               (11.1.13) 

Проанализируем полученную формулу. 
Пусть темп роста совокупного дохода превышает 

темп роста минимального потребительского бюдже-
та. Тогда знаменатель в формуле (11.1.13) будет больше 
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нуля, а величина r будет равна периоду времени, через 
который доля населения α будет иметь совокупный до-
ход, равный S-кратному минимальному потребитель-
скому бюджету. При этом структура совокупности 
изменяется в лучшую сторону, т. е. уменьшается до-
ля населения с низким совокупным доходом. 

При равенстве темпов роста совокупного дохода и 
минимального потребительского бюджета величина  
r = ∞, т. е. структура совокупности не улучшается (не 
уменьшается доля населения с низким совокупным до-
ходом). 

Для стабильного улучшения распределения сово-
купного дохода необходимо, чтобы темп роста  сово-
купного дохода (или темп прироста, т. е. темп роста, 
уменьшенный на единицу) постоянно опережал темп 
роста (или прироста) минимального потребитель-
ского бюджета. 

Закон распределения совокупного дохода,  а также 
заработной платы – это зеркало экономики. 

В совокупности с законами роста минимального по-
требительского бюджета и среднемесячной заработной 
платы он представляет собой весьма чувствительный 
инструмент, позволяющий оценивать состояние на дан-
ный момент времени и прогнозировать различные эко-
номические явления и процессы. 

Отметим, что этот вопрос более детально был в свое 
время рассмотрен автором в статье «Анализ распреде-
ления и динамики заработной платы в строительстве», 
опубликованной в газете «Строительство и недвижи-
мость от 14.03.2000г, с. 4». На основе анализа сложив-
шейся на то время ситуации с заработной платой в 
строительстве мною было рассчитано, что доля рабо-
тающих с заработной платой ниже одного минимально-
го потребительского бюджета снизится в строительстве 
до 20% через 18 лет, т. е. в 2018г. 
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11.2. Показатели стабильности и качества вы-
борки 

Для уверенного прогнозирования структуры выборки, 
которое осуществляется посредством прогнозирования 
выравнивающей кривой распределения, полученной в 
некоторый базовый момент времени, необходимо иметь 
оценку степени стабильности ранжированного стати-
стического ряда распределения. Прогнозирование мож-
но осуществлять лишь при условии неизменности по-
рядка следования элементов в ранжированном (вариа-
ционном) ряду, т. е. при неизменности рангов элемен-
тов с течением времени. 

Действительно, увеличение отдельных значений хi на 
постоянную величину С или умножение их на ту же ве-
личину не меняет порядок их следования в вариацион-
ном ряду и, как было показано ранее, не приводит к из-
менению параметров формы выравнивающих кривых. 

Следовательно, для измерения степени связи двух 
ранжированных рядов распределения, а точнее, одного 
и того же ряда, но в разные моменты времени, может 
быть использован коэффициент ранговой корреляции 
Спирмена [37] 

)n(n

d
r

n

i
i

s
1

6
1 2

1

2

−
−=

∑
=

,       (11.2.1) 

где di – разность между значениями рангов одного и то-
го же элемента выборки в двух ранжированных рядах;  
n – объем выборки. 

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена может 
служить показателем степени стабильности вариацион-
ных рядов. Успешное прогнозирование структуры вы-
борки посредством выравнивающих распределений 
возможно лишь при условии, когда коэффициент ранго-
вой корреляции Спирмена близок к единице. 
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Рассмотрим далее показатели качества выборки. Од-
ним из таких показателей может служить величина S1, 
которая в зависимости от системы непрерывных рас-
пределений задается формулами: [16] 

yln)y(ypS;)t(tpS   ;)x(pS )y()t()x( === 111 .    (11.2.2) 

Чем выше показатель S1, тем лучше качество выбор-
ки. Действительно, пусть в случае второй системы не-
прерывных распределений величина ti обозначает срок 
службы однородных изделий в i-ом интервале, либо на-
работку до отказа и т. д., а рi – долю изделий с данным сро-
ком службы. Тогда качество изделий будет тем выше, 
чем большая их доля имеет наибольший срок службы. 

Вместо величины S1 можно также использовать про-
изведение γ1ς1, которое в зависимости от системы не-
прерывных распределений задается формулами: 

yln)y(ypylnlnS  ;)t(tptlnS  ;)x(pxS )y()t()x( ⋅=ν⋅=ν⋅=ν 111111 .(11.2.3) 

Введем еще один показатель, который обозначим 
R(Р), например, R(P=0,9), где Р – вероятность попада-
ния случайной величины на заданный интервал, огра-
ниченный верхним и нижним уровнями. В зависимости 
от системы непрерывных распределений этот показа-
тель задается формулами: 

lnlnylnln)P(R

,tlntln)P(R

,хx)P(R

в
)y(

нв
)t(

нв
)x(

−=

−=

−=

  

                                (11.2.4) 

                                (11.2.5) 

                                (11.2.6) 

(Вместо показателей (11.2.5), (11.2.6) могут использо-
ваться показатели 

( )
н

вt

t
tPR =)(

,        (11.2.7) 
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( )
н

вy

y
yPR

ln
ln)( =                 (11.2.8) 

С улучшением качества выборки показатели (11.2.4) – 
(11.2.8) уменьшаются. 

Показатель R(P) непосредственно связан еще с одним 
показателем качества выборки – дисперсией случайных 
величин  :lnln  ,ln, YTX  

( )2)( xXMXD −= ,       (11.2.9) 

( ) 2 lnln)(ln ttMTD −= ,             (11.2.10) 

( ) 2 lnlnlnln)ln(ln yyMYD −= .            (11.2.11) 

Дисперсия также уменьшается с улучшением качест-
ва выборки. 

С помощью приведенных показателей можно отсле-
живать динамику качественных изменений статистиче-
ских распределений исследуемых экономических и дру-
гих показателей. 
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12. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ  
И СТАБИЛЬНОСТИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  

ПРОЦЕССОВ НА БАЗЕ ОБОБЩЕННЫХ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 
Статистический анализ технологических процессов 

требуется для решения различных задач, в том числе 
[см. 51 – Методика организации внедрения статистиче-
ских методов контроля качества продукции на про-
мышленном предприятии. – М.: Изд-во стандартов, 
1977. – 40 с.]: 

– статистической оценки технологической точности 
производственного оборудования во время эксплуата-
ции, перед сдачей в ремонт, после ремонта, при подго-
товке к внедрению статистического регулирования и в 
других необходимых случаях; 

– статистической оценки технологической точности 
нового оборудования; 

– корректировки конструкторского допуска на основе 
статанализа результатов испытаний опытных образцов 
и серийных изделий; 

– устранения несоответствия между заданной точно-
стью и возможностями реального технологического 
процесса; 

– контроля качества механических свойств металлов; 
– установления необходимости ремонта оборудова-

ния; 
– определения качества выполненного ремонта обору-

дования; 
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– сравнительной оценки точности вариантов техноло-
гического процесса, оборудования и оснастки; 

– сравнительной оценки точности режимов обработ-
ки; еще следует добавить: 

– оценки эффективности управляющих воздействий.  
 
Статистический анализ заключается в выявлении за-

кона распределения производственных погрешностей 
при производстве продукции, нахождении оценок его 
параметров и вычислении необходимых показателей, 
характеризующих состояние технологического процесса. 

Для установления закона распределения контроли-
руемого параметра необходимо отобрать не менее 100 
единиц продукции (по ряду мгновенных выборок при 
неизменной настройке технологического процесса) и 
измерить значения контролируемого параметра. Далее 
следует выбрать подходящую систему непрерывных рас-
пределений и по соответствующей программе найти вы-
равнивающее распределение и оценки его параметров. 

Найденный закон распределения случайной вели-
чины является наиболее полной ее характеристикой. 
Более того, он позволяет рассчитывать показатели со-
стояния технологического процесса (при условии его 
статистической управляемости, когда устранены грубые 
отклонения от нормы). 

Одним из таких показателей является показатель 
точности процесса (коэффициент рассеяния). Он вы-
числяется по формуле [50, c. 32,52, c. 6,  53]. 

нв

нв
T ТТ

ХX
K

−
−

=
δ
ω

= ,        (12.1.1)  

где нв ХХ −=ω  – ширина поля рассеяния (технологиче-
ский допуск); ХВ, ХН – верхняя и нижняя границы по-
ля рассеяния; д = ТВ – ТН  –ширина поля допуска (кон-
структорский допуск); ТВ , ТН – верхняя и нижняя гра-
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ницы поля допуска. В зарубежной литературе исполь-
зуется индекс Ср = 1/КТ. 

Ширина поля рассеяния вычисляется при условии, 
что 99,73% значений контролируемого параметра нахо-
дятся внутри границ поля рассеяния. Для нормального 
закона щ = 6S, где S – выборочное среднее квадратиче-
ское отклонение. 

При использовании обобщенных распределений ши-
рину поля рассеяния будем определять из того же усло-
вия, т. е. Р=F(xВ)-F(xН)=0,9973, при этом значения 
функции распределения 

F(ХН)=0,00135, F(ХВ)=1–0,00135=0,99865. 
Чем меньше ширина поля рассеяния, тем точнее тех-

нологический процесс. Однако один показатель меры 
точности – коэффициент Кт – не в полной мере характе-
ризует технологический процесс. 

В случае, когда центр статистического распределения 
X  смещен относительно середины поля допуска Т0, т. е. 
имеются систематические погрешности, процесс может 
не обеспечивать изготовление бездефектной продукции. 

Систематические погрешности характеризуются ко-
эффициентом смещения (точности настройки), или 
показателем уровня настройки [52, c.6] 

нв
н ТT

TXEK
−

−
== 0

δ ,       (12.1.2)   

где X  – среднее выборочное значение контролируемого 
параметра; Т0=(Тв+Тн)/2  – середина поля допуска. 

В заключение статанализа вычисляется предполагае-
мый уровень брака q, выраженный в процентах. Он на-
ходится по формуле (см. рис. 12.1.1) 

( ) ( )[ ] %TFTF%q нв 100100 ⋅−−= .     (12.1.3) 

При этом брак на нижней границе поля допуска равен 
( ) %TFq нн 100⋅= ,       (12.1.4)  
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а на верхней границе 
( )[ ] %TFq вв 1001 ⋅−= .       (12.1.5) 

Рис. 12.1.1. Показатели состояния технологического процесса 

Отметим, что при условии, когда показатель уровня 
настройки КН=0 (при этом Е = 0), а показатель точно-
сти КТ = 1, предполагаемый процент брака q=qн+qв не 
превышает 0,27%. С ростом  КТ  он увеличивается. 

В большинстве случаев достаточно обеспечить КТ ≤ 
0,75. Для ответственных технологических процессов 
необходимо иметь КТ =0,4 6,0÷   [50, c. 32]. 

Закон распределения контролируемого показателя 
качества наиболее полно характеризует технологиче-
ский процесс. 

Если за некоторое время закон распределения не из-
менился, т. е. не изменились его параметры, например, 
центр распределения и среднее квадратическое откло-
нение, или изменились в допустимых пределах, то про-
цесс считается стабильным. 

Изменение значений центра распределения и сред-
него квадратического отклонения за допустимые 
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пределы требует переналадки процесса, так как он 
утратил стабильность. 

Нестабильность технологического процесса по 
уровню настройки принято характеризовать коэф-
фициентом смещения настройки [49, c. 96] 

( )
δ
−

= 0XtX
Ксм ,       (12.1.6)  

где )t(X,X 0  – начальное и конечное (на момент времени t) 
значения центра распределения. 

Нестабильность технологического процесса по 
рассеянию характеризуют коэффициентом межна-
строечной стабильности  [49, c. 97] 

( )
0S
tSК .c.м = ,        (12.1.7) 

где )t(S,S0  – начальное и конечное (на момент времени t) 
значения среднего квадратического отклонения. 

Поскольку статистические распределения часто име-
ют асимметрию, то показатель уровня настройки целе-
сообразно вычислять не по формуле (12.1.2), в которую 
входит центр распределения X , а по формуле 

нвнв
н ТT

a
ТT
XTK

−
=

−
−

= 00
,      (12.1.8) 

где 
00 XTa −= ,        (12.1.9) 

Т0 , Х0 – середины полей допуска и рассеяния; они вы-
числяются по формулам 

2
  

2 00
нXвX

X;нТвT
T

+
=

+
=  .            (12.1.10) 

С учетом (12.1.10) формула (12.1.8) может быть пред-
ставлена в виде 

( ) ( )
)нТвT(

нXвXнТвT
нK

−

+−+
=

2 .            (12.1.11) 
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Рассмотрим случай, когда коэффициент точности КТ ≤ 1. 
Пусть ТН = ХН, т. е.  нижние границы конструктор-

ского и технологического допусков совпадают. При 
этом условии на нижней границе конструкторского до-
пуска брак не будет превышать допустимого значения. 
Формула (12.1.11) примет вид 

)нТвT(
XнTнTвT

)нТвT(
вXвT

нK в

−

−+−
=

−

−
=

22 . 

Но ТН = ХН, следовательно, 

)K(
)нТвT(

)нXвX()нТвT(
нK т−=

−

−−−
= 1

2
1

2 . 

Пусть далее ТВ = ХВ. В этом случае на основании 
(12.1.11) имеем 

)нТвT(
вХTнXвХ

)нТвT(
нXнT

нK н
−

−+−
=

−

−
=

22 . 

Заменяя ХВ на ТВ , получим 

)К()K(
)нТвT(

)нТвT()нXвX(
нK ТT −−=−=

−

−−−
= 1

2
11

2
1

2 . 

Следовательно, условие, при котором брак не пре-
вышает допустимого уровня, задается неравенством 

( ) ( )
Т

КнKK
T

−≤≤−− 1
2
11

2
1

,  

или 

( )
Т

КнK −≤≤ 1
2
10 .            (12.1.12) 

Для регулирования ТП необходимо установить ис-
правленное среднее значение контролируемого пара-
метра, которое вычисляется по формуле 

 аХХиспр += .            (12.1.13) 

Последняя формула следует из равенства 
Т0=Х0+а                (см. см. формулу (12.1.9) 
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При КТ > 1 необходимо принять все меры для 
уменьшения поля рассеяния контролируемого па-
раметра. 

Установим связь между объемом выборки n и показа-
телями КТ, КН. 

Для того чтобы гарантировать выпуск бездефект-
ной продукции, необходимо, чтобы поле конструк-
торского допуска было шире поля рассеяния как 
минимум на величину n/xx σ=σ 66 , где xσ – среднее квад-
ратическое отклонение среднего арифметического. 

Итак, пусть 

nнХвХнТвT xσ+−=−
6

.            (12.1.14) 

Тогда коэффициент точности в общем случае будет 
задаваться формулой 

nнХвХ

нХвX
K

x
T σ

+−

−
≤

6 .             (12.1.15) 

В частном случае, если случайная величина Х рас-
пределена по  нормальному закону, из (12.1.15) имеем 

111

1
6

6

6
+

=
+

=
σ

+σ

σ
=

n
n

nn

K
x

x

x
T .           (12.1.16) 

Тогда коэффициент уровня настройки на основа-
нии (12.1.12) и (12.1.16) будет равен 

)n(
Kн

12
10
+

≤≤ .              (12.1.17) 

 
При n = 25 083300833065 ,K  ;,/K НT ≤≤=≤ . 
При n = 9 .,K  ;,K НT 12500750 ≤≤≤  
При этих значения КТ и КН брак не превышает пре-

дельного уровня. 
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Из формулы (12.1.14) можно найти требуемое значе-
ние среднего квадратического отклонения (в случае 
нормального закона) 









+

−
=σ

n

нТвT

 
x

116
,               (12.1.18)  

а также требуемое значение допуска при заданном ух 








 +=−
n

TT xнв
116σ                   (12.1.19) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Эффективность статистических методов в теоретиче-

ских и прикладных исследованиях в решающей степени 
зависит от точности аппроксимации статистических 
распределений. Наибольшую точность аппроксимации 
можно получить при использовании теории обобщен-
ных распределений автора, некоторые сведения о кото-
рой изложены выше. Кроме того, теория включает так-
же систему дискретных распределений [24], взаимосвя-
занную с системой кривых роста новых событий, уни-
версальный метод моментов, номограммы для графиче-
ского определения типа аппроксимирующей кривой и 
оценок параметров для обоих методов оценивания па-
раметров, а также серию компьютерных программ для 
работы с указанными системами. Применение этой тео-
рии на практике значительно облегчает задачу нахож-
дения закона распределения по статистическим данным. 

В этом случае нет необходимости выдвигать гипоте-
зы о предполагаемом аппроксимирующем распределе-
нии. В зависимости от свойств случайной величины вы-
бирается система непрерывных распределений (как 
правило, первая или вторая) и по статистическому рас-
пределению вычисляются два показателя – асимметрии 
B и островершинности H по формулам, справедливым 
для данной системы. Далее они приравниваются соот-
ветствующим теоретическим показателям, которые за-
висят лишь от двух параметров формы k, u, хотя обоб-
щенная плотность содержит как правило четыре пара-
метра. С помощью номограммы по двум показателям  
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B, H устанавливается тип теоретического распределе-
ния и находятся в первом приближении оценки пара-
метров k, u – в ручном режиме, либо более точные их 
значения, а также параметров α, β – в автоматизирован-
ном режиме по программам автора. 

Следует отметить, что одной точке на номограмме с 
заданными значениями показателей B, H и параметров 
формы k, u соответствует не единственное распределе-
ние, а множество распределений с различными значе-
ниями параметров α, β.  Например, во второй системе 
распределений одинаковые значения параметров формы 
k=1, u→0 имеют такие распределения, как показатель-
ное (β=1), Релея (β=2) и Вейбулла (β>0). Оценки пара-
метров α, β вычисляются по специальным формулам с 
учетом найденных оценок параметров формы k, u. 

Обобщенные распределения включают как частные 
случаи множество известных распределений, в том чис-
ле семейство кривых К. Пирсона, и могут претендовать 
на роль универсальных законов распределения не толь-
ко теории вероятностей и математической статистики, 
но и информатики, математической лингвистики, биб-
лиотековедения, библиометрии, информетрии, эконо-
мики, социологии и других отраслей знания. Их приме-
нение и общего устойчивого метода вычисления закона 
распределения по статистическим данным гарантирует 
высокую экономическую эффективность статистиче-
ских методов во всех практических приложениях. Так, 
использование обобщенных распределений в системах 
менеджмента качества позволяет с высокой точностью 
оценивать возможности технологических процессов и 
поддерживать их в статистически управляемом   со-
стоянии при любом законе распределения технологиче-
ских погрешностей, что обеспечивает значительное 
снижение уровня брака. 
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Но широкое использование теории обобщенных рас-
пределений можно реализовать лишь путем включения 
ее в учебные программы высших учебных заведений, в 
том числе гуманитарных, что обещает дать большой 
экономический эффект во всех областях ее применения. 

На базе введенных автором понятий «нового собы-
тия», «кривой роста новых событий», «законов распре-
деления вероятностей новых событий» и установленных 
взаимосвязей между ними был разработан алгоритм по-
рождения кривых роста и законов распределения веро-
ятностей новых событий, который позволил построить 
систему кривых роста и систему непрерывных распре-
делений новых событий. 

Путем дальнейшего обобщения законов распределе-
ния вероятностей новых событий были построены че-
тырехпараметрические обобщенные распределения, сгруп-
пированные в четыре основные и три дополнительные 
системы непрерывных распределений. Они включают 
как частные случаи множество широко известных не-
прерывных распределений. 

К сожалению, следует отметить, что в большинстве 
случаев в системах менеджмента качества продукции 
ипользуется нормальный закон, а не универсальные че-
тырехпараметрические распределения, что наносит ог-
ромный урон производству, потому что нормальный за-
кон часто показывает брак, до 10 раз превышающий 
фактический, что вынуждает инженеров по качеству 
вносить корректировки в технологический процесс, ко-
торые далеко не всегда приводят к уменьшению брака. 
Использование обобщенных распределений в системах 
менеджмента качества освободило бы инженеров по ка-
честву от ненужных хлопот и придало бы больше опти-
мизма и творчества в их деятельности. Но здесь дело в 
том, что высокие чиновники от науки считают нецеле-
сообразным внедрять в учебный процесс в технических 
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вузах Теорию обобщенных распределений, в которой 
предлагается не выдвигать гипотезы об аппроксими-
рующем распределении и проверять их по критериям 
согласия, а вычислять теоретические распределения на 
основании свойств случайных величин. 

По системе кривых роста новых событий с помощью 
формулы В. М. Калинина, которая устанавливает взаи-
мосвязь между кривой роста новых событий и частот-
ным спектром, построена система дискретных распре-
делений. Для ее построения предварительно необходи-
мо было найти бесконечно дифференцируемую кривую 
роста новых событий. И такая кривая роста с двумя па-
раметрами α, u автором теории обобщенных распреде-
лений была найдена. Она включает как частные случаи 
дискретные распределения 3-х типов: 1-й тип – это би-
номиальный закон c параметром u>1, Пуассона (u→1) и 
отрицательный биномиальный (0<u<1); 2-й тип–рас-
пределение Фишера по логарифмическому ряду (пара-
метр 0→u ), а также новый закон 3-го типа с параметром 
u<0. Дана классификация распределений, исследована 
форма полигона [24] распределения в зависимости от 
значений параметров, разработаны методы нахождения 
оценок параметров. Показано, что закон Лотки является 
следствием свойств дискретного закона распределения 
3-го типа В. Нешитого. Таким образом дано теоретиче-
ское обоснование закона Лотки. В то же время показа-
но, что закона Ципфа в формулировке его автора  
rpr = const не существует вовсе. 

Установлено и проверено на практике, что параметр 
u может служить показателем степени неравномер-
ности появления отдельного события в выборках 
одинакового объема и, следовательно, показателем 
степени семантической нагрузки слова [24, c. 58–68]. 
Для семантически нагруженных слов параметр u 
дискретного распределения меньше единицы 
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Система дискретных распределений в совокупно-
сти с системой кривых роста новых событий позво-
ляет прогнозировать рост новых событий, а также 
рассчитывать частотный спектр на выборке любого 
объема, что было бы невозможно при использовании 
для этих целей отдельных дискретных распределе-
ний, известных в теории вероятностей, которые не 
содержат двух параметров α, u, а также объема вы-
борки х. 

Для выравнивания и прогнозирования различного ро-
да кривых роста и динамических рядов построены сис-
темы кривых роста, описаны методы оценивания пара-
метров, вычисления доверительных интервалов при за-
данной доверительной вероятности с учетом свойств 
кривых роста. 

Найдены простые приближенные формулы для опи-
сания кривых роста новых слов в связном тексте и слу-
чайной выборке, формулы для выравнивания динамиче-
ских рядов. Получена эмпирическая формула для опи-
сания кривой роста простых чисел, которая с весьма 
высокой точностью (до 0,2%) аппроксимирует количе-
ство простых чисел р(Х) при 1000<Х<100.000.000, т. е. 
при Х от одной тысячи до ста миллионов! При Х=100 
погрешность формулы составляет 0,4%. 

Выработаны показатели для оценки степени связно-
сти слов в тексте, степени аналитичности языка, степе-
ни лексической близости двух связных текстов, причем 
эти показатели не зависят от размеров текста. Получены 
простые формулы для вычисления полноты словаря. 

Рассмотрены примеры применения кривых роста в 
теории надежности. 

Для каждой системы распределений (непрерывных и 
дискретных), а также кривых роста автором разработа-
ны соответствующие программы. Они вычисляют тип 
наилучшей аппроксимирующей кривой, выдают ее 
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уравнение и точечные оценки параметров, вычисляют 
значения плотности и функции распределения, кванти-
ли, процентили, доверительные вероятности и довери-
тельные интервалы, координаты моды и точек перегиба, 
строят кривую распределения (или кривую роста), вы-
числяют показатели качества продукции, в том числе – 
ожидаемый процент брака, а также решают другие за-
дачи. 

Обобщенные распределения и кривые роста, а также 
методы оценивания параметров, доведенные до про-
граммной реализации, значительно увеличивают веро-
ятность правильного вычисления типа аппроксими-
рующей кривой. Это позволяет на более высоком уров-
не точности моделировать различного рода статистиче-
ские закономерности в различных областях знания, в 
том числе в библиотечно-информационной деятельно-
сти, наукометрии, информетрии, квалиметрии, эконо-
метрии, в системах менеджмента качества, а также ре-
шать широкий класс других задач, связанных со стати-
стической обработкой данных, их анализом и прогнози-
рованием. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
Приложение 1 

 
Таблица значений функций  Г(x),  Ψ(x),  Ψ´(x),  g(x) 

x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

0,01                99,432585  

-

100,56088    10001,621  0,017483 

0,02  49,44221  -50,54479  2501,598  0,034502 

0,03  32,785  -33,86225  1112,687  0,05108 

0,04  24,46095  -25,51327  626,5537  0,067241 

0,05  19,47009  -20,49784  401,5324  0,083006 

0,06  16,14573  -17,14929  279,2893  0,098394 

0,07  13,7736  -14,75333  205,5729  0,113424 

0,08  11,99657  -12,9528  157,7215  0,128114 

0,09  10,61622  -11,54929  124,9089  0,142479 

0,1  9,513508  -10,42375  101,4333  0,156535 

0,11  8,612686  -9,500423  84,05954  0,170294 

0,12  7,863252  -8,728789  70,8414  0,183771 

0,13  7,230242  -8,073882  60,55102  0,196978 

0,14  6,688686  -7,510723  52,3827  0,209926 

0,15  6,220273  -7,020993  45,79  0,222626 

0,16  5,811269  -6,590953  40,39171  0,235089 

0,17  5,451174  -6,210094  35,9153  0,247324 

0,18  5,131821  -5,870243  32,1618  0,259339 

0,19  4,846763  -5,564946  28,98315  0,271145 

0,2  4,590844  -5,28904  26,26738  0,282749 

0,21  4,359888  -5,038344  23,92849  0,294158 

0,22  4,150482  -4,809438  21,89961  0,30538 

0,23  3,959804  -4,599496  20,12804  0,316421 

0,24  3,785504  -4,40616  18,57186  0,327289 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

0,25  3,62561  -4,227454  17,19733  0,337989 

0,26  3,47845  -4,0617  15,97709  0,348527 

0,27  3,342604  -3,907473  14,88874  0,35891 

0,28  3,216852  -3,763547  13,91381  0,369141 

0,29  3,100143  -3,62887  13,03697  0,379226 

0,3  2,991569  -3,502524  12,24536  0,38917 

0,31  2,890336  -3,383714  11,52821  0,398978 

0,32  2,795751  -3,271742  10,87638  0,408654 

0,33  2,707206  -3,165995  10,28209  0,418201 

0,34  2,624163  -3,065931  9,738684  0,427625 

0,35  2,546147  -2,971071  9,240459  0,436928 

0,36  2,472735  -2,880988  8,782481  0,446115 

0,37  2,40355  -2,795301  8,360474  0,455189 

0,38  2,338256  -2,713671  7,970718  0,464153 

0,39  2,276549  -2,63579  7,609962  0,47301 

0,4  2,21816  -2,561385  7,275357  0,481764 

0,41  2,162841  -2,490205  6,964395  0,490417 

0,42  2,110371  -2,422025  6,674866  0,498972 

0,43  2,060549  -2,356642  6,404809  0,507432 

0,44  2,013193  -2,29387  6,152487  0,515799 

0,45  1,968136  -2,233539  5,91635  0,524076 

0,46  1,925227  -2,175494  5,695018  0,532266 

0,47  1,884326  -2,119593  5,487251  0,540369 

0,48  1,845306  -2,065707  5,291942  0,54839 

0,49  1,808051  -2,013716  5,108092  0,556329 

0,5  1,772454  -1,96351  4,934802  0,56419 

0,51  1,738415  -1,914988  4,771259  0,571973 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

0,52  1,705844  -1,868055  4,616728  0,57968 

0,53  1,674656  -1,822625  4,470543  0,587315 

0,54  1,644773  -1,778618  4,332097  0,594877 

0,55  1,616124  -1,735959  4,200839  0,60237 

0,56  1,588641  -1,694579  4,076267  0,609794 

0,57  1,562263  -1,654413  3,957921  0,617151 

0,58  1,53693  -1,615401  3,845381  0,624443 

0,59  1,51259  -1,577487  3,738261  0,631671 

0,6  1,489192  -1,540619  3,63621  0,638837 

0,61  1,46669  -1,504747  3,538901  0,645941 

0,62  1,445038  -1,469826  3,446036  0,652986 

0,63  1,424197  -1,435813  3,35734  0,659973 

0,64  1,404128  -1,402667  3,272557  0,666902 

0,65  1,384795  -1,370349  3,191454  0,673775 

0,66  1,366164  -1,338826  3,113813  0,680594 

0,67  1,348204  -1,308062  3,039432  0,687359 

0,68  1,330884  -1,278027  2,968125  0,694071 

0,69  1,314177  -1,24869  2,899718  0,700732 

0,7  1,298055  -1,220024  2,834049  0,707342 

0,71  1,282495  -1,192001  2,770969  0,713902 

0,72  1,267473  -1,164596  2,710339  0,720415 

0,73  1,252966  -1,137786  2,652027  0,726879 

0,74  1,238954  -1,111548  2,595912  0,733297 

0,75  1,225417  -1,085861  2,54188  0,739669 

0,76  1,212335  -1,060704  2,489825  0,745996 

0,77  1,199692  -1,036058  2,439647  0,752279 

0,78  1,187471  -1,011905  2,391253  0,758518 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

0,79  1,175655  -0,988227  2,344556  0,764715 

0,8  1,16423  -0,965009  2,299474  0,770871 

0,81  1,153181  -0,942233  2,255929  0,776985 

0,82  1,142494  -0,919885  2,213849  0,783059 

0,83  1,132157  -0,897951  2,173166  0,789094 

0,84  1,122158  -0,876417  2,133816  0,795089 

0,85  1,112484  -0,855271  2,095738  0,801047 

0,86  1,103124  -0,834499  2,058874  0,806967 

0,87  1,094069  -0,814089  2,023172  0,812849 

0,88  1,085308  -0,794031  1,988581  0,818696 

0,89  1,076831  -0,774314  1,955052  0,824507 

0,9  1,068629  -0,754927  1,92254  0,830283 

0,91  1,060693  -0,73586  1,891002  0,836024 

0,92  1,053016  -0,717104  1,860398  0,841731 

0,93  1,045588  -0,698649  1,830688  0,847405 

0,94  1,038403  -0,680487  1,801837  0,853045 

0,95  1,031453  -0,66261  1,773809  0,858654 

0,96  1,024732  -0,645008  1,746573  0,86423 

0,97  1,018232  -0,627676  1,720096  0,869775 

0,98  1,011947  -0,610604  1,694349  0,87529 

0,99  1,005872  -0,593786  1,669304  0,880773 

1  1  -0,577216  1,644934  0,886227 

1,01  0,994326  -0,560885  1,621214  0,891651 

1,02  0,988844  -0,544789  1,598118  0,897046 

1,03  0,98355  -0,528921  1,575625  0,902412 

1,04  0,978438  -0,513275  1,553712  0,90775 

1,05  0,973504  -0,497845  1,532357  0,913061 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

1,06  0,968744  -0,482626  1,511542  0,918343 

1,07  0,964152  -0,467612  1,491246  0,923599 

1,08  0,959725  -0,452799  1,471452  0,928828 

1,09  0,955459  -0,438182  1,452142  0,93403 

1,1  0,951351  -0,423755  1,433299  0,939207 

1,11  0,947396  -0,409514  1,414908  0,944358 

1,12  0,94359  -0,395455  1,396952  0,949484 

1,13  0,939931  -0,381574  1,379418  0,954585 

1,14  0,936416  -0,367866  1,362292  0,959661 

1,15  0,933041  -0,354327  1,345559  0,964713 

1,16  0,929803  -0,340953  1,329208  0,969741 

1,17  0,9267  -0,327741  1,313226  0,974746 

1,18  0,923728  -0,314687  1,297601  0,979727 

1,19  0,920885  -0,301788  1,282322  0,984685 

1,2  0,918169  -0,28904  1,267377  0,989621 

1,21  0,915576  -0,276439  1,252757  0,994534 

1,22  0,913106  -0,263984  1,238452  0,999425 

1,23  0,910755  -0,251669  1,224452  1,004294 

1,24  0,908521  -0,239494  1,210747  1,009141 

1,25  0,906402  -0,227454  1,197329  1,013967 

1,26  0,904397  -0,215546  1,184189  1,018772 

1,27  0,902503  -0,203769  1,17132  1,023557 

1,28  0,900718  -0,192119  1,158712  1,028321 

1,29  0,899042  -0,180594  1,146359  1,033064 

1,3  0,897471  -0,169191  1,134253  1,037787 

1,31  0,896004  -0,157908  1,122388  1,042491 

1,32  0,89464  -0,146742  1,110755  1,047175 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

1,33  0,893378  -0,135692  1,09935  1,05184 

1,34  0,892216  -0,124755  1,088165  1,056485 

1,35  0,891151  -0,113928  1,077194  1,061112 

1,36  0,890185  -0,10321  1,066431  1,06572 

1,37  0,889314  -0,092599  1,055872  1,070309 

1,38  0,888537  -0,082092  1,04551  1,07488 

1,39  0,887854  -0,071688  1,03534  1,079433 

1,4  0,887264  -0,061385  1,025357  1,083968 

1,41  0,886765  -0,05118  1,015556  1,088486 

1,42  0,886356  -0,041073  1,005932  1,092986 

1,43  0,886036  -0,031061  0,996481  1,097469 

1,44  0,885805  -0,021143  0,987198  1,101934 

1,45  0,885661  -0,011316  0,978079  1,106383 

1,46  0,885604  -0,001581  0,96912  1,110815 

1,47  0,885633  0,0080665  0,960316  1,11523 

1,48  0,885747  0,0176263  0,951665  1,119629 

1,49  0,885945  0,0271003  0,943161  1,124012 

1,5  0,886227  0,03649  0,934802  1,128379 

1,51  0,886592  0,0457968  0,926584  1,13273 

1,52  0,887039  0,0550221  0,918504  1,137065 

1,53  0,887568  0,0641673  0,910557  1,141385 

1,54  0,888178  0,0732337  0,902742  1,145689 

1,55  0,888868  0,0822226  0,895054  1,149978 

1,56  0,889639  0,0911352  0,887491  1,154253 

1,57  0,89049  0,0999728  0,880051  1,158512 

1,58  0,89142  0,1087366  0,872729  1,162756 

1,59  0,892428  0,1174278  0,865524  1,166986 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

1,6  0,893515  0,1260475  0,858432  1,171201 

1,61  0,894681  0,1345968  0,851451  1,175402 

1,62  0,895924  0,1430768  0,844579  1,179588 

1,63  0,897244  0,1514887  0,837813  1,183761 

1,64  0,898642  0,1598335  0,831151  1,187919 

1,65  0,900117  0,1681121  0,82459  1,192064 

1,66  0,901668  0,1763256  0,818129  1,196195 

1,67  0,903296  0,184475  0,811765  1,200313 

1,68  0,905001  0,1925612  0,805495  1,204417 

1,69  0,906782  0,2005852  0,799319  1,208508 

1,7  0,908639  0,2085479  0,793233  1,212586 

1,71  0,910572  0,2164501  0,787236  1,216651 

1,72  0,912581  0,2242929  0,781326  1,220702 

1,73  0,914665  0,232077  0,775502  1,224741 

1,74  0,916826  0,2398032  0,769761  1,228768 

1,75  0,919063  0,2474725  0,764102  1,232781 

1,76  0,921375  0,2550855  0,758523  1,236783 

1,77  0,923763  0,2626432  0,753022  1,240771 

1,78  0,926227  0,2701462  0,747598  1,244748 

1,79  0,928767  0,2775954  0,742249  1,248713 

1,8  0,931384  0,2849914  0,736974  1,252665 

1,81  0,934076  0,2923351  0,731771  1,256606 

1,82  0,936845  0,2996271  0,726639  1,260534 

1,83  0,93969  0,3068681  0,721577  1,264451 

1,84  0,942612  0,3140589  0,716582  1,268357 

1,85  0,945611  0,3212  0,711655  1,272251 

1,86  0,948687  0,3282922  0,706792  1,276133 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

1,87  0,95184  0,335336  0,701994  1,280004 

1,88  0,955071  0,3423323  0,697259  1,283864 

1,89  0,958379  0,3492814  0,692585  1,287713 

1,9  0,961766  0,3561842  0,687972  1,291551 

1,91  0,965231  0,3630411  0,683418  1,295378 

1,92  0,968774  0,3698527  0,678923  1,299193 

1,93  0,972397  0,3766197  0,674485  1,302999 

1,94  0,976099  0,3833426  0,670103  1,306793 

1,95  0,979881  0,390022  0,665776  1,310577 

1,96  0,983743  0,3966583  0,661503  1,31435 

1,97  0,987685  0,4032522  0,657284  1,318113 

1,98  0,991708  0,4098042  0,653116  1,321866 

1,99  0,995813  0,4163147  0,649  1,325608 

2  1  0,4227843  0,644934  1,32934 

2,01  1,004269  0,4292136  0,640917  1,333062 

2,02  1,008621  0,4356028  0,636949  1,336775 

2,03  1,013056  0,4419527  0,633029  1,340477 

2,04  1,017576  0,4482636  0,629155  1,344169 

2,05  1,022179  0,454536  0,625328  1,347851 

2,06  1,026868  0,4607703  0,621546  1,351524 

2,07  1,031643  0,466967  0,617808  1,355187 

2,08  1,036503  0,4731266  0,614113  1,358841 

2,09  1,041451  0,4792494  0,610462  1,362485 

2,1  1,046486  0,485336  0,606853  1,366119 

2,11  1,051609  0,4913866  0,603285  1,369745 

2,12  1,056821  0,4974018  0,599758  1,373361 

2,13  1,062123  0,5033819  0,596272  1,376967 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

2,14  1,067514  0,5093274  0,592824  1,380565 

2,15  1,072997  0,5152385  0,589416  1,384154 

2,16  1,078572  0,5211158  0,586045  1,387733 

2,17  1,084239  0,5269596  0,582712  1,391304 

2,18  1,089999  0,5327702  0,579416  1,394865 

2,19  1,095853  0,538548  0,576157  1,398418 

2,2  1,101802  0,5442934  0,572933  1,401963 

2,21  1,107848  0,5500068  0,569744  1,405498 

2,22  1,113989  0,5556884  0,56659  1,409025 

2,23  1,120228  0,5613387  0,56347  1,412543 

2,24  1,126566  0,5669579  0,560383  1,416053 

2,25  1,133003  0,5725465  0,557329  1,419554 

2,26  1,13954  0,5781046  0,554308  1,423047 

2,27  1,146179  0,5836327  0,551319  1,426532 

2,28  1,15292  0,5891311  0,548361  1,430008 

2,29  1,159764  0,5946  0,545434  1,433476 

2,3  1,166712  0,6000399  0,542537  1,436936 

2,31  1,173765  0,6054509  0,539671  1,440388 

2,32  1,180925  0,6108334  0,536834  1,443832 

2,33  1,188193  0,6161877  0,534027  1,447268 

2,34  1,195569  0,621514  0,531248  1,450696 

2,35  1,203054  0,6268127  0,528497  1,454116 

2,36  1,210651  0,6320841  0,525774  1,457528 

2,37  1,21836  0,6373283  0,523078  1,460933 

2,38  1,226181  0,6425457  0,52041  1,464329 

2,39  1,234117  0,6477366  0,517768  1,467718 

2,4  1,242169  0,6529012  0,515153  1,4711 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

2,41  1,250338  0,6580397  0,512563  1,474474 

2,42  1,258625  0,6631525  0,509998  1,47784 

2,43  1,267032  0,6682398  0,507459  1,481199 

2,44  1,275559  0,6733018  0,504945  1,48455 

2,45  1,284209  0,6783387  0,502455  1,487894 

2,46  1,292982  0,6833509  0,499988  1,491231 

2,47  1,301881  0,6883386  0,497546  1,49456 

2,48  1,310906  0,6933019  0,495127  1,497883 

2,49  1,320058  0,6982412  0,492731  1,501198 

2,5  1,32934  0,7031566  0,490358  1,504506 

2,51  1,338753  0,7080484  0,488007  1,507806 

2,52  1,348299  0,7129169  0,485678  1,5111 

2,53  1,357978  0,7177621  0,483371  1,514387 

2,54  1,367794  0,7225843  0,481085  1,517666 

2,55  1,377746  0,7273839  0,478821  1,520939 

2,56  1,387837  0,7321608  0,476578  1,524205 

2,57  1,398069  0,7369155  0,474355  1,527464 

2,58  1,408443  0,741648  0,472152  1,530717 

2,59  1,418961  0,7463586  0,46997  1,533962 

2,6  1,429625  0,7510475  0,467807  1,537201 

2,61  1,440436  0,7557148  0,465664  1,540433 

2,62  1,451396  0,7603608  0,46354  1,543659 

2,63  1,462508  0,7649856  0,461435  1,546878 

2,64  1,473773  0,7695896  0,459349  1,55009 

2,65  1,485193  0,7741727  0,457281  1,553296 

2,66  1,496769  0,7787352  0,455232  1,556495 

2,67  1,508505  0,7832774  0,4532  1,559688 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

2,68  1,520402  0,7877993  0,451187  1,562875 

2,69  1,532461  0,7923012  0,449191  1,566055 

2,7  1,544686  0,7967832  0,447212  1,569229 

2,71  1,557078  0,8012455  0,445251  1,572396 

2,72  1,569639  0,8056882  0,443306  1,575558 

2,73  1,582371  0,8101116  0,441378  1,578713 

2,74  1,595277  0,8145158  0,439466  1,581862 

2,75  1,608359  0,818901  0,437571  1,585005 

2,76  1,62162  0,8232673  0,435692  1,588141 

2,77  1,635061  0,8276149  0,433829  1,591272 

2,78  1,648685  0,831944  0,431981  1,594396 

2,79  1,662494  0,8362546  0,430149  1,597515 

2,8  1,676491  0,840547  0,428332  1,600628 

2,81  1,690678  0,8448213  0,42653  1,603734 

2,82  1,705058  0,8490776  0,424743  1,606835 

2,83  1,719633  0,8533162  0,422971  1,60993 

2,84  1,734407  0,8575371  0,421214  1,613019 

2,85  1,749381  0,8617405  0,41947  1,616102 

2,86  1,764558  0,8659266  0,417741  1,61918 

2,87  1,779941  0,8700954  0,416026  1,622251 

2,88  1,795533  0,8742472  0,414325  1,625317 

2,89  1,811337  0,878382  0,412638  1,628378 

2,9  1,827355  0,8825  0,410964  1,631432 

2,91  1,843591  0,8866013  0,409303  1,634482 

2,92  1,860047  0,8906861  0,407656  1,637525 

2,93  1,876726  0,8947544  0,406021  1,640563 

2,94  1,893632  0,8988065  0,4044  1,643595 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

2,95  1,910767  0,9028425  0,402791  1,646622 

2,96  1,928135  0,9068624  0,401195  1,649644 

2,97  1,945739  0,9108664  0,399612  1,65266 

2,98  1,963583  0,9148547  0,39804  1,65567 

2,99  1,981668  0,9188273  0,396481  1,658676 

3  2  0,9227843  0,394934  1,661675 

3,01  2,018581  0,926726  0,393399  1,66467 

3,02  2,037415  0,9306524  0,391875  1,667659 

3,03  2,056505  0,9345635  0,390364  1,670643 

3,04  2,075854  0,9384597  0,388863  1,673622 

3,05  2,095468  0,9423408  0,387374  1,676596 

3,06  2,115349  0,9462072  0,385897  1,679564 

3,07  2,1355  0,9500588  0,38443  1,682527 

3,08  2,155927  0,9538958  0,382974  1,685485 

3,09  2,176632  0,9577183  0,38153  1,688438 

3,1  2,19762  0,9615264  0,380096  1,691386 

3,11  2,218895  0,9653203  0,378672  1,694329 

3,12  2,240461  0,9690999  0,377259  1,697266 

3,13  2,262321  0,9728655  0,375857  1,700199 

3,14  2,284481  0,9766171  0,374465  1,703127 

3,15  2,306944  0,9803548  0,373083  1,70605 

3,16  2,329715  0,9840788  0,371711  1,708968 

3,17  2,352798  0,9877891  0,370349  1,711881 

3,18  2,376197  0,9914858  0,368996  1,714789 

3,19  2,399918  0,995169  0,367654  1,717692 

3,2  2,423965  0,9988389  0,366321  1,72059 

3,21  2,448343  1,0024955  0,364998  1,723484 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

3,22  2,473056  1,0061389  0,363684  1,726373 

3,23  2,498109  1,0097692  0,36238  1,729257 

3,24  2,523508  1,0133865  0,361084  1,732136 

3,25  2,549257  1,0169909  0,359798  1,735011 

3,26  2,575361  1,0205825  0,358521  1,737881 

3,27  2,601826  1,0241614  0,357253  1,740746 

3,28  2,628657  1,0277276  0,355994  1,743607 

3,29  2,655859  1,0312813  0,354743  1,746463 

3,3  2,683437  1,0348225  0,353502  1,749314 

3,31  2,711398  1,0383513  0,352268  1,752161 

3,32  2,739747  1,0418679  0,351044  1,755003 

3,33  2,768489  1,0453722  0,349827  1,757841 

3,34  2,797631  1,0488645  0,348619  1,760674 

3,35  2,827178  1,0523446  0,347419  1,763502 

3,36  2,857136  1,0558129  0,346228  1,766327 

3,37  2,887512  1,0592692  0,345044  1,769146 

3,38  2,918311  1,0627138  0,343869  1,771962 

3,39  2,949541  1,0661466  0,342701  1,774772 

3,4  2,981206  1,0695678  0,341541  1,777579 

3,41  3,013315  1,0729775  0,340389  1,780381 

3,42  3,045873  1,0763756  0,339245  1,783179 

3,43  3,078887  1,0797624  0,338108  1,785972 

3,44  3,112365  1,0831378  0,336979  1,788761 

3,45  3,146312  1,086502  0,335857  1,791546 

3,46  3,180737  1,089855  0,334743  1,794327 

3,47  3,215645  1,0931969  0,333636  1,797103 

3,48  3,251046  1,0965278  0,332536  1,799875 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

3,49  3,286945  1,0998476  0,331443  1,802643 

3,5  3,323351  1,1031566  0,330358  1,805407 

3,51  3,360271  1,1064548  0,329279  1,808166 

3,52  3,397713  1,1097422  0,328208  1,810921 

3,53  3,435686  1,113019  0,327143  1,813673 

3,54  3,474196  1,1162851  0,326085  1,81642 

3,55  3,513252  1,1195407  0,325034  1,819163 

3,56  3,552863  1,1227858  0,32399  1,821902 

3,57  3,593037  1,1260205  0,322952  1,824636 

3,58  3,633783  1,1292449  0,321921  1,827367 

3,59  3,675109  1,132459  0,320896  1,830094 

3,6  3,717024  1,1356628  0,319878  1,832817 

3,61  3,759537  1,1388566  0,318866  1,835535 

3,62  3,802658  1,1420402  0,317861  1,83825 

3,63  3,846396  1,1452138  0,316861  1,840961 

3,64  3,890761  1,1483774  0,315868  1,843668 

3,65  3,935761  1,1515312  0,314882  1,846371 

3,66  3,981407  1,1546751  0,313901  1,84907 

3,67  4,027709  1,1578092  0,312926  1,851765 

3,68  4,074677  1,1609336  0,311957  1,854456 

3,69  4,122321  1,1640484  0,310995  1,857143 

3,7  4,170652  1,1671535  0,310038  1,859827 

3,71  4,21968  1,1702492  0,309087  1,862506 

3,72  4,269417  1,1733353  0,308142  1,865182 

3,73  4,319873  1,176412  0,307202  1,867854 

3,74  4,37106  1,1794794  0,306268  1,870523 

3,75  4,422988  1,1825374  0,30534  1,873187 
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x  Г(x)  Ψ(x)  Ψ´(x)  g(x) 

3,76  4,475671  1,1855862  0,304417  1,875848 

3,77  4,529118  1,1886258  0,3035  1,878505 

3,78  4,583343  1,1916562  0,302588  1,881158 

3,79  4,638358  1,1946775  0,301682  1,883808 

3,8  4,694174  1,1976898  0,300781  1,886454 

3,81  4,750805  1,2006932  0,299886  1,889096 

3,82  4,808264  1,2036876  0,298995  1,891735 

3,83  4,866563  1,2066731  0,29811  1,89437 

3,84  4,925715  1,2096498  0,29723  1,897001 

3,85  4,985735  1,2126177  0,296356  1,899629 

3,86  5,046636  1,2155769  0,295486  1,902253 

3,87  5,108431  1,2185275  0,294621  1,904874 

3,88  5,171136  1,2214694  0,293762  1,907491 

3,89  5,234764  1,2244027  0,292907  1,910104 

3,9  5,29933  1,2273275  0,292058  1,912714 

3,91  5,364849  1,2302439  0,291213  1,91532 

3,92  5,431336  1,2331518  0,290373  1,917923 

3,93  5,498807  1,2360514  0,289538  1,920523 

3,94  5,567278  1,2389426  0,288707  1,923118 

3,95  5,636763  1,2418255  0,287882  1,925711 

3,96  5,707281  1,2447002  0,287061  1,9283 

3,97  5,778846  1,2475668  0,286245  1,930885 

3,98  5,851476  1,2504251  0,285433  1,933467 

3,99  5,925188  1,2532754  0,284626  1,936046 

4  6  1,2561177  0,283823  1,938621 
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Приложение 2 
 
Номограммы для установления типа аппроксимирующего 

распределения и нахождения о ценок параметров k, u:  
по методу моментов 
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Приложение 3 
Номограмма по устойчивому  методу 
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Приложение 3А                  
По устойчивому методу при β=1 
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Приложение 4 
Таблицы для вычисления показателей  

статистических распределений 
 

Таблица 1 
Первая система непрерывных распределений  
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Таблица 2 
Вторая система непрерывных распределений 
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